CHAPITRE 4 KOHONEN

Nous sommes des nains assis sur des épaules de géants.
Si nous voyons plus de choses et plus lointaines qu’eux,
ce n'est pas a cause de la perspicacité de notre vue, ni de
notre grandeur, c'est parce que nous sommes élevés par

eux.
BERNARD DE CHARTRES, Xll®&siecle

EN reconnaissance des formes ou en intelligence artificielle, le probléme leifficiedac-
tuellement est la visualisation de données complexes. En effet, on emelygnaéralement
une représentation simple, basée sur un petit nombre de traits caractésistigis qui permet
néanmoins de préserver les relations importantes qui les relient.

En d’autres termes, on cherche a créer une représentation simplifiébgssations, ayant un
certain niveau d’abstraction et permettant de prendre certaines écisio

Ce probleme est d’autant plus difficile que la base de données estrikedéille.

Il s’agit en fait d’'un probléme géométrique qui traite de la proximité de points dea certain
espace metrique.

Une premiére solution a ce probléme est de construire un modéle qui seéapailia suite. C'est
I'approche paramétrique.

Une autre solution, dite non paramétrique, est basée sur les donnéenéibes pour effectuer
la classification désirée. Une nouvelle donnée est comparée aux asienhe’est cette compa-
raison qui permet de donner la classe d’'appartenance. |l n'esidgassaire de passer par |'étape
intermédiaire qui consiste a identifier un modele statistique.

L'algorithme de Kohonen fait partie de ces méthodes non paramétriquest Hasé sur I'ap-
prentissage compétitif. Un de ses intéréts est qu'il est non supervigadihs dans sa version
clusterisation de données).

4.1 Préliminaires

Le but est d’associer des vecteurs donnés, appartenant évenermlie un espace de trés grande
dimension, avec un certain nombre de vecteurs de référence, eppaiésvecteurs prototypes

*Rapportée par Jean de Salisbury ((vers 1124-1130), évéque aier€hd’origine anglaise), cette image suggere
comment la scolastique du moyen-age se situe elle-méme par rappgatiique.
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ou encorecodebooksLa distribution de probabilité de ces vecteurs prototypes doit refléter (se
lon une certaine mesure a préciser) la distribution de probabilité des sigientkée mais, en
général, cette derniére n’est pas connue car on ne dispose le pignsque d’'un nombre fini
(généralement petit) de vecteurs d’exemples.

Soit N le nombre (donné a priori) de vecteurs prototypes. Chacun de cesinesta affecté a
une unité (qu’'on peut, suivant le contexte, appeler neurone ouegeotre par exemple). Les
unités appartiennent doncld = {us,...,uy} et a chaque unité; est associé le vecteur de
référencew;.

Les unités sont reliées entre elles par des connexions et il faut sauligaees connexions n'ont
rien a voir avec celles que I'on trouve dans les MLP. Elles décriventaguenités sont voisines
d’'une unité donnée ; en d’autres termes elles fournissent les voisitmgsegiques des unités.
L'ensemble des connexions éstel que :

ccuxUu, une connexion sera notégu;, u;) € C 4.1)

L'ensemble des voisins d’une unit&era donc :
N; = {Uj eu | (ui,uj') S C} (42)

Soient alors les signaux d’entrée (vecteurs de dimensidrDeux cas peuvent alors se présenter :
e Ces entrées sont générées a partir d’'une loi de distribution continue :

p(x),x € R" (4.3)
e Ces entrées sont tirées d’'un ensembleBFinde M données :
D:{Xl,...,XM} x;, € R" (44)

Pour un signal d’entrée donné on défini I'unité gagnantg(x) comme l'unité qui posséede le
vecteur de référence le plus prochexde

g(x) = argmin, o, || x — wi | (4.5)

ou| - || estla norme euclidienne.
Nous allons maintenant introduire deux concepts fondamentaux qui gesskllation de Voronoi

et son dual, ldriangulation de Delaunay
4.1.1 Tessellation de Voronoi

Considérons un ensemble de poifws,, ..., wy } de R"™ (voir figure 4.1-a). La cellule de Voronoi
relative au vecteuw; est définie comme I'ensemble des pointsR& pour lesquelsw; est le
vecteur le plus proche :

Vi={xeR'[i=argminc ny [l x—w;|} (4.6)

Chagque cellule définit donc une classe d’équivalence.

On sait que les cellules de Voronoi sont des domaines convexes,sqactent donc la relation
suivante :

(x1€eVinxeeV)) = (x1+a(xe—x1)€ V) Va, 0<a<1 4.7

(© Daniel Collobert 2 décembre 2003
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(@) (b) (c)

FIG. 4.1 — Tessellation de Voronoi et triangulation de Delaunay.

La partition deR™ formée de tous les polygones de Voronoi est appBésellation de Voronoi
ou encoreTessellation de DirichletElle est dessinée sur la figure 4.1-b. Pour la construire, on
trace les médiatrices des segments joignant deux points voisins. C'estdasijae la figure est
simple, mais cela devient trés complexe dés qu’il y a beaucoup de pointistd des programmes
qui font cela pour des données en deux dimensions seulement, mais é&ptcestvalide quelle
que soit cette dimension.

4.1.2 Triangulation de Delaunay

(@) (b)

FIG. 4.2 — Tessellation de Voronoi sur des nuages de points formant des amas

Si nous relions toutes les paires de points qui partagent une fronti&eraleoi commune, nous
obtenons ldriangulation de Delaunagoir figure 4.1-c). Parmi toutes les triangulations possibles
celle-ci possede des propriétés particulieres de rapidité (a calcutbopdmalité. On l'utilise par
exemple en robotique et en traitement d'images.

4.1.3 Utilisation de la tessellation de Voronoi

Supposons que les données soient a deux dimensions et qu’ellesrepiésentées par la figure
4.2-a. Onvoit qu'il y a 7 classes dont les centres de gravité sont représentés gaosepoints.

(© Daniel Collobert 2 décembre 2003
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La tessellation de Voronoi est la partition de I'espace qui séaraieux(au sens de la métrique
euclidienne) ces données en 7 classes.

On appelle souvent chacun des polyedres de Vorpdé champ récepteur de l'unit€dans une
métaphore réseau de neurones bien sqr).

Cette tessellation peut étre obtenue a I'aide de I'algorithm&emsyennepar exemple, un algo-
rithme simple et général, mais qui souffre de plusieurs graves défauts conesensibilité trés
forte aux outliers et des résultas trés mauvais des que les nuages ds@ogdsuvrent.

On connait beaucoup de théorémes concernant les propriétés desmirsgs de Voronoi et des
triangulation de Delaunay, mais ils ne sont valides que pour le plan (la raistonde est fondée
sur le fait que les formules d’Euler ne sont valables que dans ce c&A]MS

L'algorithme de Kohonen effectue lui aussi une tessellation de Vorormis/dllons voir dans les
sections suivantes comment il fonctionne.

4.2 Algorithme de Kohonen

4.2.1 Minimiser une erreur au sens de Bayes

Supposons pour commencer que I'on ait deux clag§est C5 et que les motifs d€’; et deC,
aient les densité de probabilit¢(z) etpa(z). Supposons que I'on connaisse aussi les probabilité
a priori m; et des deux classes. Un motif appartenant;asera notén; (mo pour Cs). Alors

on peut construire un classifieur bayésien.

Le classifieur peut faire deux types d’erreur : il peut déclérealors que c’est le motifny qui
est observé od’; alors que c’est le motifn, qui est observé. Il fait obligatoirement des erreurs
guand les probabilités des motifs des deux classes se recouvrent.

Le but d'une classification optimale est de minimiser I'erreur due aux mawveliassifications.
La regle de décision bayésienne est [LaV89] :

COO‘(Cl,CQ) = / pz(x)ﬂ'le'—i-/ pl(:r)m dx (48)
01 CQ

— /C (pa()ms — pr(@)m) da (4.9)

Ce colt est minimum quand tous les points pour lesquels I'expression saégrale est positive
sont déclarés appartenant a la région La surface de décision optimale est ainsi définie par :

Cy = {z|p2(x)m2 — p1(2)m > 0} (4.10)
Cy = le complémentaire (4.11)

4.2.2 Minimiser une erreur sur un critére de distance

Afin de classer des données, on cherche & minimiser une erreur ggidairaées sont issues
d’une loi de probabilité continue de densité), s’écrit (voir [Fri97] par exemple) :

Epe),U) =3 /V % — wa |12 px) dx (4.12)

ouV,, estlarégion de Voronoi de l'unité

(© Daniel Collobert 2 décembre 2003
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Si on ne dispose que d'un ensemble fini de donfigd®rreur a minimiser est :

E(p,m:’;’z S fx - w | (4.13)

ueld XeRu

ou R, estI'ensemble des points de la région de Voronoi associée a lun@é&st généralement
dans ce cas que nous nous plagons.

Les équations (4.12) et (4.13) montrent toute la difficulté qu’il y a a troaverfois :

les bons vecteurs de référence,

les domaines de Voronol,

tout en tenant compte si possible de la distribution de probabilité des données

et en minimisant I'erreur.

4.2.3 Utiliser un espace de représentation de petite dimeios

Il est possible de projeter I'espace des données sur un espaditeldipgension avec la contrainte
que les relations existant entre les données (on pense a des strugrégats par exemple) se
retrouvent dans le plan de projection. L'interprétation visuelle des dmagvient alors plus aisée.

Si, de plus, le plan de projection est défini comme une grille de dimension finighacun des
nceuds de la grille est en relation de voisinage avec un certain nombre iths vomsconstruit alors
une projection qui conserve (au moins en partie) les voisinages topodsgitgs données.

L'algorithme de Kohonen [Koh89] posséde ces propriétés. Néannmpiekuefois, si la structure
topologique des données n’est pas connue a priori, ou si elle estangplexe, la conservation
parfaite de la topologie n’est pas obtenue [MS94].

4.2.4 Cartes auto-organisatrices de Kohonen

Généralement la grille est a deux dimensions et & chaque noeud de cetteedgrileve une unité
u;; mais on peut utiliser aussi une ficelle ou chaque uajtossede donc deux voisins, un a
gauche et un a droite.

Soit alors un vecteur de donngel’'unité gagnante de la grille;; = g(x) et une unité quelconque
Ukl -
La distance entre ces deux unités sera mesurée par la nqrerebre appelée distance de Man-
hattan :

di(uwij, ug) = [i — k[ + 5 — ] (4.14)
On procédera de maniére itérative, avec un nombre d'itératjgnsfixé a I'avance.
L'algorithme de Kohonen se déroule de la fagon suivante :

1. Initialiser lesN = N; x N unités de la grille avec des vecteurs de référange= R"
choisis aléatoirement.

2. Fixer les connexions (par exemple les voisins d’'une unité sont les umitdssud, est et
ouest).

3. Initialiser le temps ¢t = 0.
4. Tirer au hasard un vecteur de donxée
5. Déterminer le gagnapgt= g(x)

g(x) = argmin,,|| x — w, || (4.15)

(© Daniel Collobert 2 décembre 2003
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6. Modifier chaque unité de la quantité :

Aw, = a(t) hgy(x — wWy) (4.16)
ou :
alt) = Qinir( 2Ly s (4.17)
Qinit
et:
_ d1(gv)
hgy = exp( 20(75)2) (4.18)
avec o(t) = aim-t(gf mal)tmtaz (4.19)
Oinit

7. Incrémenter le temps d’une unité.

8. Sit < tq, retourner al'étape 4

425 Exemple

Soit un espace d’entrée a deux dimensions. Tirons aléatoirement degrgatentrée a I'intérieur
d’'un triangle de cet espace. Nous allons placer une ficelle (une dimgdsiosicet espace de facon
a conserveau mieuxes relations de voisinage.

|
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i
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| x K ? '
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dim 2 dim 1 resultat

FIG. 4.3 — Exemple.

Un vecteurk de 'espace d’entrée est dorE = "(z%, z5) (voir FiG. 4.3).
Chaque unité posséde un vecteur de référence= ' (w1, ws).

On cherche I'unité gagnante, c’est-a-dire celle dont le vecteur deréféw est le plus proche de

x*,

On modifie un peu le vecteur de référence selon les formules ci-desaud;ymité gagnante et
pour le voisinage (mais un peu moins au fur et a mesure qu’on s'éloigneriilgagnante). Cette
modification est de plus en plus faible, au fur et & mesure que le nombretiitér augmente.

Sion trace les vecteurs de référence dans I'espace d’entréesenvelgue la ficelle s’est déployée
de facon a couvrir cet espace en conservant une partie des retigignssinage.

(© Daniel Collobert 2 décembre 2003
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4.2.6 Remarques

Ce n’est pas seulement le vecteur de référence de I'unité gagnamist gignificatif, mais aussila
localisation de celle-ci. En effet, ses voisines correspondent aussienttées voisines. C’'est pour
cela que la grille de Kohonen s’appelle souveatte topologiquade Kohonen car elle préserve
les relations de voisinage.

Ces cartes topologigues, comme toute méthode de quantification vectorieliestinées a ap-
proximer des signaux d’entrée, ou leurs densité de probabilité, parede=uvs de référence, un
codebook, placé dans I'espace d’entrée de maniére a minimiser une fodieticeur.

Mais si les signaux doivent étre classés de maniére supervisée entain cembre de catégo-
ries, il est nécessaire d’adapter I'algorithme de Kohonen pour faileqleantification vectorielle

(LVQ).

4.3 Learning Vector Quantization (LVQ)

Supposons que chaque classe soit caractérisée par un ensemblarfités calculant des dis-
tances. Pour classer un vecteyron sélectionne le vecteur de référence le plus praechet on
regarde la classé(w;) qui lui est associée.

Dans le diagramme de Voronoi associé aux divers vecteurs de @&d¢tes frontieres de sépara-
tion entre classes sont constituées des portions de frontiéres du diagceVoenoi séparant
deux vecteurs de référence associés a deux classes différentes.

On réalise ainsi des frontiéres non linéaires, éventuellement non amnsiy a plusieurs vec-
teurs de référence par classe (voic F4.4).

e classe 1

o classe 2

FIG. 4.4 — Frontiéres de séparation entre classes.

Il existe plusieurs algorithmes, basés sur les cartes topologiques dedfghajustant de facon
itérative au mieux ces vecteurs de référence : LVQ1, LVQ2 et LVQ I ).

Une procédure classique pour l'initialisation est d'utiliser un algorithme deslennes sur tous
les exemples pour placer les références, puis de leur associer la dtass®nte par un vote
majoritaire. Une autre méthode consiste a utiliser la méme méthode sur tous les exdenple
chaque classe pour placer le vecteur de référence associé. Qrigreahtendu utiliser les cartes
topologiques de Kohonen a la place des K-moyennes.

Remarque: Le choix du nombre de vecteurs de référence est plutbt arbitraire régle empi-

rique, que I'on utilise aussi dans d’autres méthodes non paramétrigeter prendre/N ol
N est le nombre de vecteurs d’apprentissage.

(© Daniel Collobert 2 décembre 2003
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43.1 LVQ1

Ontire au hasard un exempteet on détermine le vecteur de référence le plus proche. Si ce vecteur
de référence est associé a la bonne classe, il est rapproghéiden il est éloigné :

Si - P(x) = p(wy) alors  Aw!t = a(t)(x — wi) (4.20)

)

Si - P(x) # o(wy) alors  Aw!tl = —g(t)(x — wi) (4.21)

On ne touche pas aux autres vecteurs de référence.

Comme ordres de grandeur, on prer(@) et 3(0) de I'ordre de 0,01 que 'on fait décroitre vers 0
en 100000 itérations.

Aprés convergence, on observe que les frontiéres de décisioplaoéés aux mémes endroits que
les placerait un classifieur bayésien.

432 LVQ2

Dans LVQ2, si la classe associée au vecteur de référence eseuliffélle la classe de, on

ne repoussev; que si un autre vecteur de référence associé a la bonne classe sedangve
voisinage.

Soit doncw ; le second vecteur de référence le plus proche. Si celui-ci esti@ssladonne classe

et six est assez prés de la mediatricevdeet w; (donc dans une certaine fenétre), on rapproche
w; et on eloignew;. Dans tous les autres cas, on ne fait rien.

sl o(x) #£o(wi) et o(x)=g(w;) et (x—w;)?<(1+0)(x—wi)?(4.22)
alors Aw; = —f3(x — w;) (4.23)
et Aw; = a(x —w;) (4.24)

d correspond a 10 % ou 20 % de la distance sépavarte w;. C'est une grandeur a déterminer
expérimentalement et qui dépend du nombre d’exemples car il faut bigry @it un nombre
suffisant d’exemples a tomber dans la fenétre pour faire de bonneticgiats

Un premier probléme de LVQ2 est que les corrections effectuées supurtionnelles a la diffé-
rence entrex etw; et entrex etw, et que la correction suw; (la bonne classe) est plus grande
que la correction suw; (la mauvaise classe), diminuant ainsi la distajice; — w; ||. On peut
compenser cet effet en acceptant tous les vecteurs de la fenétriegqueels un des vecteurs de
référencew; ouw; appartient a la bonne classe et I'autre non.

Un deuxiéme probléme de LVQ2 est que si les itérations se poursuivphbtigiemps, la frontiére
de décision dépasse la limite de Bayes; il est nécessaire de n'appliqueittaite que pendant
un temps court (10 000 itérations par exemple).

Ces considérations nous amenent a LVQ3.
4.3.3 LVQ3

Siw; etw; sont les deux plus proches vecteurs de référence etequex et w; appartiennent
a la méme classe et queet w; appartiennent a deux classes différentes etxgt@mbe dans la

(© Daniel Collobert 2 décembre 2003
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fenétre, alors :

W;-—H = W§- +a(t)(x — wé) (4.25)
with = wl — a(t)(x — wi) (4.26)
(4.27)

Six, w; etw; appartiennent a la méme classe :
witl = wh +ea(t)(x —wh) ke {i,j} (4.28)

La bonne valeur de semble dépendre de la taille de la fenétre et étre d’autant plus petite que la
fenétre est petite. On prencentre 0,1 et 0,5.

4.4 Conclusions

Ces méthodes, cartes topologiques, LVQ1, LVQ2 et LVQ3 sont simplesretgitent d’obtenir
rapidement de bons résultats.

4.5 Notes

Les méthodes de classification ou de typologies ont pour but de regrdegéndividus en un
certain nombre de classes homogenes. Leur science s’appelle la taxinomie.

-processus de recherche de classes = classification, clusteritiipipaement, catégorisation en
IA la traduction correcte du terme anglais classification devrait étre disctimina

non superviseées : pas de label a priori

non hiérarchiques : centres mobiles, nuées dynamiques (k-means Ayhid&rchigues : CHA
(agregation Ward -> indicée)

-processus de classement = analyse discriminante, recherche deais@mmtre classes existantes.

(© Daniel Collobert 2 décembre 2003
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