CHAPITRE 6 Réseaux multicouches

L'apprentissage, c'est-a-dire la capacité d’aquérir de nou-
veaux comportements ou d’en modifier d’anciens par ex-
périence, est une propriété de presque tous les animaux, y
compris ceux que I'on peut difficilement qualifier d’intelli-
gents.

ERIC KANDEL*

ON appelle apprentissage toute transformation d’'un systéme cognitif ayareffetde confeé-
rer a ce systeme une nouvelle disposition (Daniel Andler Paris VIl Intelictic

6.1 Systémes paramétriques et non paramétriques

Lorsque I'on veut résoudre un probléme concernant un certairoph&me, la démarche fréquente
est de faire un modéle du phénoméne et de résoudre ensuite le probfEmeé ge modéle. C'est

ce qui est généralement fait en Physique, par exemple lorsque I'datuglier la chute d’un corps

particulier. Dans ce cas on modélise le mouvement d’'un point pesant detmang de gravit@

en résolvant les équations du mouvement et on obtient un modéle analyéjpgieddnt de, de

la vitesse initiale etc. qui sont les parametres du modeéle..

Une autre démarche est de chercher une fonction de transfertrquc@estruite a partir d'un
certain nombre d’exemples contenant a la fois les conditions initiales et ldegmaue 'on
recherche. Par exemple la vitesse initiagg(son module et son angle) et le tenipsis par le point
pesant pour atteindre une altitude donhé8i le nombre d’exemplefvo, t, h} est suffisamment
grand, on peut espérer que la fonction réalisée sera capable dé foug réponse satisfaisante
lorsqu’elle sera appliquée a des données différentes de celles gugroms de la construire. Cette
démarche est non paramétrique et conduit a la réalisation d’approxsnasversels (Fs. 6.1).

6.2 Un rapide survol avant de commencer

Les réseaux de neurones multicouches sont utilisés pour trouver la meedigpiication fonction-
nelle permettant de passer d’'un ensemble de données d’entrée amblerde données de sortie.
L'ensemble des couplegntree, sortie} s'appelle 'ensemble des données. C’est en modifiant
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102 Chapitre 6. Réseaux multicouches

Modele

o o les parameétres portent la connaissance a priori
parametrique e souvent modéles“analytiques”

[Phéml)méne] [ Pro‘blém}
N

Modeéle e il faut donc que le modéle soit générique

e les paramétres sont internes et ne portent audune
connaissance a priori

e la connaissance a priori est donc dans la constitution|des

non parametrlque variables a observer (entrées et sorties)

e — approximateurs universels

FIG. 6.1 — Modéles paramétrique et non paramétrique

les poids du réseau que I'application est construite. Mais cette constrdéfp@md de notre fagcon

de percevoir ce que veut direeilleuredans ce contexte. D'un c6té, nous voulons que le réseau
approxime les données le mieux possible, mais d’'un autre c6té, nous vouiens réseau soit
capable dgyénéralisationc’est-a-dire que la sortie produite par le réseau sur des données inco
nues soit une sorte d'interpolation effectuée sur les données coMmesvoyons qu’une bonne
généralisation est un objectif contradictoire avec une bonne régression

Le probléme de I'apprentissage c’est donc la généralisation. Voici éfirdtebn ; c’est la capacité
a étendre une compétence a des exemples non appris. Une autre définfi@st la transforma-
tion d’'une présentation partielle en une représentation compléte ... c’esbesspus d'inférence
déductive » (Daniel Andler)

Pour nous, nous ramenerons un systeme d'apprentissage au probiesné sSoit une fonction
¢ : X — Y, apprendre ce sera produite X — Y qui estimegp.

Le cas de lapprentissage supervisé&era celui ou on dispose de couples(x;, ¢(z;)). Est-il
alors possible de trouver a tout coup un réseau de neurones papyaokimerg aux M points ?

Arrive alors un probléme d€omplexité : Combien d’instructions sont nécessaires pour trouver
les poids idéaux d’'un réseau de neurones ?

La Généralisation: si on trouve une fonctior qui estimeg aux M points donnés, qu’en est-il
pour d’autres points X ?

L'apprentissage des poids d’un neurone ou d'un réseau de resii@mnels est un probleme d’op-
timisation qui consiste a trouver I'ensemble des poids minimisant une certaicteofode codt.

6.3 Notion de neurone formel

En 1943 McCullogh et Pitts définirent un neurone formel comme étant uneéida de plusieurs
entrées dont la sortie peut prendre les valeurs 0 ou 1. Chaque entréest pondérée par un
coefficientw;, qui peut étre positif ou négatif (voir Fig. 6.2).

L'opération effectuée par le neurone est la suivante :
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6.4. Propriétés d’'un neurone 103

FiG. 6.2 —Un neurone.

(6.1)

,_ 1 s SN wiz > 6 (6 estun seuil)
~ L0 sinon

En fait on pose plutdt de maniére plus compacte :

N
1=0

avecw = seuild et f = fonction signe.

On appelleentrée totaledu neurone la quantité = Zf\io w;x;, c'est la somme pondérée des
entrées. On sous-entend toujours que le seuil est compris dans cette pondégte.

La terminologie utilisée “neurone formel” vient de McCullogh et Pitts qui séredént a la bio-
logie. Si on se référe a la théorie des automates on parlera plaidtodiate a seuilen recon-
naissance des formes on parled@ssifieur linéaire si I'on est physicien on parlera dgin, et
dans certains ouvrages on parleréldiment linéaire a seuiNous appellerons souvent le neurone
formel : neurone cellule ou encoraunité

6.4 Propriétés d’'un neurone

La propriété essentielle d'un neurone formel de McCulloch et Pitts ettedi@ séparateur li-
néaire, c'est-a-dire qu'il réalise une partition de I'espace des entreegux sous-espaces telle
que les réponses qu'il donne pour deux vecteurs d’entrée apaartarces deux sous-espaces
soient opposées. La séparatrice a donc pour équation.

Prenons comme exemple une fonction booléenne a deux varigbktse,, le ET logique en
I'occurence (Fig 6.3).

On recherche les coefficienis), wy, wo tels que le point (1,1) du plan soit d'un c6té de la sépara-
trice. Une solution évidente estvy = 1.5, wi; =1, wy = 1.

Si on voulait faire la fonction logiqu®u, il faudrait prendrewg = 0.5, w; =1, wy = 1.
pour gue le point (0,0) soit d’'un c6té de la séparatrice.

Voyons maintenant ce qui se passe si on veut faird@R ou OU exclusif (voir Fig. 6.4).

On voit que ce n’est pas possible. C’est pourquoi on dit souventaegpifonctions calculables par
un neurone sont des fonctions linéairement séparables.

(© Daniel Collobert 2 décembre 2003



104 Chapitre 6. Réseaux multicouches

e2

FIG. 6.3 — Un neurone est un séparateur linéaire
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FIG. 6.4 — Un neurone peut-il réaliser@J exclusif ?

6.5 Le Perceptron

Le Perceptron est une machine inventée par Rosenblatt en 1957. GwsapEndant quelques
temps qu'il s'agissait d’'une machine a calculer universelle. Il se ptéssous la forme de 4
éléments (Fig. 6.5) :

une rétine constituée d’'un ensemble de capteurs binaires. Un “image” y apparalibsémple
points noirs ou blancs.

des cellules d’associatiomui sont des prédicats prenant des valeurs binaires, réalisantoes e
tions de primitives sur des sous-ensembles de la rétine. Ces prédicatntéidis fonctions
booléennes quelconques et leurs valeurs de vérisdnt aussi binaires.

une couche de poidsmodifiables pondérant les précédents,
au moins une cellule de décisiorgui est un élément linéaire a seuil, c’est-a-dire un neurone for-
mel.

Lorsqu’il n'y a gu’une cellule de décision on parle de perceptron simple.

(© Daniel Collobert 2 décembre 2003
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FiG. 6.5 — Tiré de minsky :1969 :book

6.5.1 Le talon d’Achille du Perceptron

En 1969, Minsky et Papert dans un livre célébre [MP69], car il mis alemalbernétique et
les systemes a apprentissage, démontrerent que les Perceptronyaiergaésoudre certaines
classes de problémes et n'étaient donc pas des machines a calcuteselieg. lls démontrérent
en particulier que :

Théoréme : le prédicat de connexité n'est pas calculable par un Perceptronmétdgalimite.
Nous allons “démontrer” intuitivement ce théoréme et pour cela nous d&swn de quelques
définitions :

Connexité : une image d’entrée est connexe si elle est en un seul morceau

Perceptron de diamétre D : chaque prédicat prend ses valeurs sur un disque de diameétre D.

On cherche donc a construire un Perceptron qui répehdi I'image d’entrée est connexe et 0
sinon.

Soit alors les quatre images représentées sur la figure 6.6. On veut spréidadu Perceptron

Si la cellule de

gauche voit : I: —_— a

Si la cellule de

droite voit : :I R ——

FIG. 6.6 — Probleme : trouver un Perceptron de diamétre limité donnant 1 en swis images
3et4,etOsurlesimageslet?2

Image 3 Imége 4

soit 1 sur les images connexes (2 et 3) et 0 sur les images 1 et 4. Letencaura deux cellules
d’association, une premiére examinant le c6té gauche de la figure eecmds examinant le
cGté droit.

Chaque prédicat travaillera donc sur un demi espace, situé a gauéhdroite par rapport au
centre de la figure.
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106 Chapitre 6. Réseaux multicouches

Posons que, selon ce que voit la cellule d’association de gauche (c6.6jgsa sortie vaut ou
a et que de maniere similaire, la sortie de la cellule d’association de droite vabitssit b.

Le perceptron doit donc réaliser la table de vérité suivante :

| #figure | Gauche]| Droite | Désiré |

1 a b 0
2 a b 1
3 a b 1
4 a b 0

Si maintenant on remplaceetb par 1 eta etb par 0 on obtient la table de vérité suivante :

| #figure | Gauche| Droite | Désiré |
1 1 1 0

2 1 0 1
3 0 1 1
4 0 0 0

C’est celle duOU exclusif!
Le XOR n’étant pas linéairement séparable, il ne peut donc pas étre réaligé Parceptron.
|

6.6 Apprentissage des poids d’'un neurone formel

Nous allons faire ici une présentation intuitive et informelle dont le butest@htrer comment
Se passe un apprentissage supervisé par essai et erreur ou la des&nreur commise lors d’'une
itération permet de minimiser I'erreur commise a l'itération suivante.

Soit donc un ensemble d& “motifs” ou vecteurs d’entréé f, ..., fas} ou chacun des motifs
appartient soit a une classe notéesoit a une autre classe. On cherche a trouver les poids
du neurone formel tels que le neurone répomddorsque le motif présenté et et —1 lorsque le
motif présentés ¢ .

On procédera de maniére itérative : durant la session d'apprenti$sagemble des motifs sera
présenté et a chaque présentation d'un motif, le vecteur de poids seif@nmddpération sera
répétée autant de fois que nécessaire jusqu’a I'obtention d’'un résaflisfaisant.

Soit 'ensemble d’apprentissagé = {(x!,d1),...,(x,dyr)}, ol lesM données d’entrées
x! ..., xM sont des vecteurs de dimensidhet ou les sorties désirées sont (pour simplifier) des
nombres réeldy, ..., dy,.
4 cas sont alors possibles :

dm +1 et s, = —+1 dym = +1 et s, = -1
bon_}{dm = —1 et s, = —1 faux_’{dm = 1 et s, = +1

Tant que la sortie réelle est égale a la sortie désirée, on ne fait rien.&lihg erreur on modifie
chacun des poids de facon a ce que I'entréee totale se rapprochendielaésirée. Par exemple
Si

dy = +1 et s, = -1
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6.7. Minimisation d’une fonction de co(t 107

il faut augmenter (un peu) les poids positifs qui correspondent atngesnpositives ainsi que les
poids négatifs qui correspondent aux entrées négatives.

De maniére générale on voit qu'il faut que :
with — wh + \d - s)e; (6.3)

c'est ce qu'on appell& régle du Perceptron

6.6.1 Limitations

Cette régle ne fonctionne que pour des problémes linéairement séparables

6.6.2 Perspectives

Néanmoins, on sait que toute proposition logique peut se mettre sous la ferrnejdnctions de
disjonctions (de®©U deET) et on a vu qu’'un neurone peut réaliser@b et unET. Pourquoi ne
pas faire un réseau de neurones avec une couch& geivi d'une couche d®U ?

Regardons la figure 6.7. Toutes les entrées, et tous les poids parti@ipemeur commise sur

X1
X2 S1
S2
X Sorties
Cachées
Entrées

FIG. 6.7 — principe d’'un réseau multi-couches

un neurone de sortie et on ne sait par conséquent pas quelles séstrées assigner aux cellules
cachées. C’est ce qu'on appelle en anglaizréglit assignment problénwi’'on peut traduire par
probléme du bouc émissaire

6.7 Minimisation d’'une fonction de co(t

L'approche intuitive que nous venons de voir ne permet pas de nésoedprobléme du bouc
émissaire. Il nous faut formaliser le probleme, ce que nous ferons edumant la notion de
fonction de co(t. Trouver les poids qui minimisent cette fonction de coledealors un probléme
d’optimisation.

La solution du probleme comporte donc deux étapes : une rechercheateniafonction de colt
puis une procédure de minimisation de cette fonction.

6.7.1 exemples de fonction de colt

e nombre d’exemples mal classés :

(© Daniel Collobert 2 décembre 2003



108 Chapitre 6. Réseaux multicouches

o C(W) =3, (dm — sm)
o Cette fonction est bien minimale quand tous les exempieont bien classés. Cependant
elle n’a pas les bonnes propriétés : elle n’est pas continue, pashilériva

e Perceptron

o C(W) =3 (sm — dm)am

o = 0sipasderreur,

o elle est toujours positive,

o continue, dérivable par morceaux
e moindre carrés

o C(W)=3,(dmn — an)?

o elle posséde de bonnes propriétés.

6.7.2 procédure de minimisation

La fonction de colt des moindres carrés, si elle dépendait d'un seahgtrew, pourrait se
représenter comme la fonction dessinée sur la figure XX. Une idée natwestld’en calculer

C(W)

Grad(C)

FIG. 6.8 — principe

son gradient et de modifier le paramétrelans le sens opposé au gradient. L'algorithme peut se
décrire de la fagon suivante :

e on part d’'uniy’®
e on calcule itérativement :
o Witl =Wt — \(t) - Grad{C[W ()]}
ou \ est un pas d'itération “petit”
Nous verrons un peu plus loin comment calculer effectivement le gradient.

6.8 Bref historique

En utilisant la descente de gradient les chercheurs se rendirent camptegiréseaux de neurones
a deux couches de poids étaient capables de résoudre de nomlmieléxyas difficiles.

La question se posait alors de savoir s'il existait des raisons fondae®eigliquant les perfor-
mances de ces réseaux.

(© Daniel Collobert 2 décembre 2003



6.9. Réseaux de neurones : complexité 109

En 1988, Gallant et White [GW88] montrérent qu’un réseau de neampasticulier, a une seule
couche de poids et avec une fonction de transfert en cosinus (la patietone croissante :
U(x) = (1 + coslz + 37/2])) était capable de donner la série de Fourier d’une fonction. Un tel
réseau possede donc toutes les propriétés d’approximation des sfesrier. En particulier
celle d’approximer, a la précision que I'on veut, toute fonction de camésable sur un compact
en utilisant un nombre fini de neurones cachés.

En 1989, Hornik [HSW89] démontra rigoureusement qu’un résea@dmnes multicouche avec
une seule couche cachée de neurones utilisant n'importe quelle fonettnandfert pouvait ap-
proximer toute fonction mesurable (au sens de Borel) d'un espace desiimdimie & un autre,
d’aussi prés que I'on voulait, pourvu qu'il y ait suffisamment de neasocachés. En ce sens les
réseaux multicouches sont une classe d’approximateurs universels.

Les fonctions qui ne sont pas mesurables au sens de Borel existesomigisthologiques. Donc,
a chaque fois gu’un réseau de neurones ne fonctionne pas commgréwassur une application,
il faut incriminer soit I'apprentissage, soit le nombre de neurones saché enfin le fait qu'il
peut ne pas exister de relation déterministe entre les entrées et les saitiésslé

6.9 Reéseaux de neurones : complexité

e Résultat de Judd [Jud87]

Etant donnés un réseau de neurones artificiels arbitfaie¢ une tache arbitraire

T devant étre résolue pdt, le probleme consistant & décider si dans I'espace de
tous les parametres de (ses poids, sa structure) il existe une solution qui résout
adéquatementk, est équivalent au probléme de satisfiabilité, et est tircomplet
Ainsi, la recherche d’une telle solution (c’'est-a-dire I'apprentissageNB-ardue
(NP-ardueveut dire que le probléme est au moins aussi difficile qu'un probléeme
NP-complex

6.10 NOTES

kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkhkkhkkkkkkkkhhkkhkkkkkkkkkkkkkkkkk *kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk

e Capacité d'un systeme d’apprentissage Vapnik :1882 nombre de couplege;, ¢(x;)) pou-
vant étre appris a tout coup par le systeme.

Capacité petite Capacité moyenne Grande capacité

FiG. 6.9 — Apprentissage

kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk Probléme de Ia gél’lél’ahs atlon
e Soit A I'ensemble des exemples d’apprentissagest D(-, -) une mesure de distance,

e erreur d’'apprentissage= > D(¢(x;), d(x;))
;€A
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110 Chapitre 6. Réseaux multicouches

~

e erreur de généralisation= > D(¢(z;), o(x;))

;€A
® exemple d'apprentissage
X exemple de généralisatio P
o ® o o *
/W' /
° [ - o
o ©® . o o/
X __—X '
< X . X
®  XeX . ® _Xe X . ‘. . >/<'>< 14
& ° ° o o . & e ./
Capacité petite Capacité moyenne Grande capacité

Fic. 6.10 — Généralisation

kkkkkkhkkkkkkkkkkhkkkkhkkkhkkkhkkkhkkkkkkkkkkkkkhkkkhkkkkkkk kkkhkkkhkkkkkkkhkkkkhkkkkhkkkhkkkk

6.11 Régression linéaire

Considérons un ensemble d’apprentissage= {(x!,d;),...,(x™,dys)}, ol lesM données
d’entréesx’, ..., xM sont des vecteurs de dimensidhet ou les sorties désirées sont (pour sim-
plifier) des nombres réels, . .., da;.

Cherchons a contruire le neurone (voir Fig. 6.11) dont les pwigls. . , wy sont tels que :

Ay, = S + €m = wo + wiz]" + woxy' + -+ + WNTN + € (6.4)

FiG. 6.11 — Régression linéaire multiple avec un neurone linéaire

Le probléme de trouver les poids optimaux est connu en statistique sous lden@gression
linéaire multiple Ici, les poids doivent minimiser I'erreur totale quadratitﬁ(—é,{:1 2.

Ce probleme peut étre résolu par des méthodes algébriques de la manamiesu
SoitX la matriceM x (N + 1) suivante :

1z} T
1 22 ... 2z

X=1. :1 . N (6.5)
1 oM oM

et soientd, w ete les vecteurs colonnes :
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6.12. Unités non linéaires 111

d1 Wo €1
dsy w1 €9

a=| P | w=| | =] © (6.6)
dyr WN EM

Le vecteurw doit satisfaire I'équatiord = Xw + ¢ sous la contrainte que la norme desoit
minimisée. Puisque :

el = (d — Xw)!(d — Xw) (6.7)
le minimum de la norme peut étre trouvé en calculant la dérivée de cette Erprpar rapport a
w et en la posant égale a0 :

%(d — Xw)!(d — Xw) = —2X'd + 2X'Xw = 0 (6.8)

On a doncX!Xw = X'd. Si la matriceX*X est inversible, alors la solution du probléme est
donnée par :

w = (X'X)"1X'd (6.9)

6.12 Unités non linéaires

Le calcul ne peut plus étre aussi direct et on aura recours a desgeeh itératives de descente
de gradient par exemple. Mais nous verrons cela plus loin.

Pour 'instant nous allons nous intéresser a une forme de régressidiméaire utilisée depuis de
nombreuses années en biologie ou en économie. Il s'agitrégtassion logistique

Soit une unité non linéaire (munie d’'une sigmoide), on cherche le vestau¥ composantes qui
minimise I'erreur quadratique :

E = iw: (dpm — s(w - x™))? (6.10)

m=1
ou s est maintenant la fonction sigmoide telle que celle-ci par exemple :

1

5= ¥ :
1 + exp™ 2n=1Wn-n

(6.11)

Nous verons donc plus loin comment la back-prop résout le probleme, masouvons d’'ores
et déja trouver une solution approximative par des techniques de sigrdiséaire en inversant
la sigmoide et en minimisant la nouvelle erreur :

M
E' = (s Hdp) - w-x™)? (6.12)

m=1

Lesd,, étant connus cette inversion peut se faire facilement si bien que I'drupkser toutes les
techniques de régression linéaires pour résoudre :

N
d
—1 m m _
s~ (dm) —nE:1wna:n —ln<1 dm) ,pourm=1,..., M (6.13)
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112 Chapitre 6. Réseaux multicouches

ce qui est bien I'équation de référence de la régression logistiqué'éguegopelle couramment la
transformation Logit Les valeurs dev qui minimisent cette expression sont estimées classique-
ment par des méthodes numériques de maximisation de la vraisemblance.

Mais la précision n'est pas des meilleures du fait du logarithme. La baxk-gui résoud le
probléme dans I'espace de départ, est plus précise.

kkkkkkkkkkkkkkkkkkkhkkkhkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk *kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk

6.13 Méthode historique : premiére version

L'entrée totale et la sortie du
neurone i valent respective-

ment :
a; = 330 Wijs,
si = f(ai)

(Notez I'ordre des indices).

FiG. 6.12 — Un neurone effectue une transformation non linédirde la somme pondérée des
signaux arrivant sur ses entré¢ggeut étre la fonction Signe, de Heaviside ou une sigmoide.

Un réseau apprend en résolvant plusieurs fois un méme probléme, praxiagations succes-
sives, en minimisant I'erreur a chaque itération. La fonction d’erraufpnction de coitla plus
communément utilisée est la somme du carré des erreurs des unités de sortie :

C=5 Y (si—d) (6.14)
i€sortie
oud; estla sortie désirée de la celldldl s’agit de I'erreur faite par le réseau lors de la présentation
d’un seul motif.
La sortie effective est; = f(a;), ou f est une fonction sigmoide ; par exemple :
1
fx) = W

Pour minimiser I'erreur il faut prendre la dérivée de I'erreur par cappuxw;;, le poids de la
connexion allant de I'unité vers I'unitéi. Nous aurons donc a calculer :

(6.15)

0C _9C day _ 90 _
awij_{*)ai 8’[01']‘_ J aai_

L'expression d&’; pour les cellules de sortie est donnée par :

s;- Y (6.16)

et pour les cellules cachées :
oC Oap 0s;
Ekjaak 5s; By =1 (@) Ekj e w (6.18)
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Remarque : avec I'expression delonnée plus haut nous avong':= f - (1 — f).

Comme vous pouvez le voir, il est facile de calculer I'erreur pour les liemsant vers les unités

de sortie. Mais pour les unités cachées le gradient parftiéépend de toutes les unités situées
dans la couche apres elles (La somme sélast effectuée sur les unités situées dans la couche
supérieure). On voit que la valeur #edoit étre rétro-propagée au travers du réseau pour calculer
toutes les dérivées ; d’'ou le nom donné a la procédréto-propagation du gradient

On adonc:

t+1 t oC
W —wh — A\ -
ij iJ owr;
) Z (6.19)

w;, <—wfj—)\'8j-Y;

6.14 Méthode historique : deuxieme version
6.15 Meéthode du Lagrangien
6.16 Amélioration : autre fonction de codlt

6.17 Amélioration : ajout d’'un terme d’inertie

Discussion sur la liste de diffusi@pnnecti oni sts@s. cnmu. edu du 17 mars 1999 :

> | showthat in the limt of continuous tine, the nonentum
par anet er
> i s anal ogous to the nmass of Newtonian particles that nove
t hrough a

>viscous nediumin a conservative force field.

At the risk of sounding like JimBower, | would like to opint
out that

mechani cal nmodel was the original notivation for the nonentum
nmet hod.

CGeof f Hi nton

6.18 Méthode de Gauss-Newton
6.19 Méthode de Levenberg-Marguard

6.20 Amélioration : pentes optimisées

Les neurones effectuent “en quelque sorte" une séparation linédiesgace d’entrée, mais cette
séparation n'est pas brutale, d’'ou les guillemets. En effet il existe pestremtion une zone de
transition ou la cellule n’est ni & +1, ni a -1. La dimension caractéristiqueette zone (par
exemple celle comprise entre -90% et +90% de I'excursion de la sigmoidehdiée la pente
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séparatrice -\
R -

FIG. 6.13 — Position du probléme

a l'origine de la fonction d’activation (voir figure 6.14). Lorsque les ewmue I'on cherche a
séparer sont proches I'une de 'autre, elles vont se trouver en partgcette zone de transition.
Il existe donc pour chaque neurone effectuant une séparation énéaie pente optimale de la
fonction d’activation. Il est exclu de la fixex priori puisque cela reviendrait & avoir résolu le
probléme. Mais il est possible, ainsi que nous allons le voir, de trouventg pptimale au cours
de I'apprentissage en méme temps que |'on trouve les poids optimaux.

Supposons que la fonction de colt dépende d’un pojgst d’'une pente; et qu’elle ait une forme
guadratique (parabolique) (voir figure 6.14). La différentielle totaleadt=donction s’écrira :

FIG. 6.14 — principe

0C; 0C;
dC; = —Ldw;; + —dp; 6.20
¢ Owi; w]+3pi b (6.20)
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aC;

Nous avons donc deux quantités & calculgf: et o
ij i

sortie et les cellules cachées.

Afin d’obtenir les expressions de ces deux gradients nous posenocsit quadratique et une
fonction d’activation de la form¢(-) = th(-) avec:

a; = E ’wiij
J

5 = th(piai):th(pizwijsj)

J
12: 2
C = 5 '(Si—di)

, qu’il faudra exprimer pour les cellules de

Pour le premier gradient, dépendant des poids, nous procédemnsecd’habitude mais en fai-
sant apparaitre les pentes.

oC oC  Opja;  OC
8wij Opia; Gwij 3pia¢p Sj Disj (6.21)

Le gradient partiel; pour les cellules de sortie s'écrit :

oC
dpia;
oC  0s;
3781’ . Opia;
= (si —di) f'(piai) (6.22)

Y, =

Pour les cellules cachées, nous aurons :

oC

Yy, —
‘ Op;a;

o Z oC 8pkak 881'
B — Opra  Osi  Opiai

= ) Vi prwgi - f(pias)
P

= [(piai) Y Vipswgi (6.23)
K

Pour le deuxiéme gradient, dépendant des pentes, nous devonsrcalcule

370_ 60 '(9pl-ai_ 80 a
opi  Opia;  Op;  Opia;

i (6.24)

Pour les cellules de sortie nous aurons alors :

ac  9C  Os
Op;a; B 0s; Op;a;
= (s; —d;)f'(pia;) =Y; comme gi-dessus (6.25)
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De la méme facgon, pour les cellules cachées, nous aurons :

oC
Opia;

= f'(pia:) > Viprwy; comme Gi-dessus (6.26)
k

En résumé, si nous procédons de maniére itérative en calculant lésrgsa@l chaque itération
NOuUS aurons :

w — wh + Ay, Awt (6.27)
P pt+ N AP (6.28)

- Awij = (di —si) - f'(piai) -pi -85 =Yi pi-sj
avec, pour les sorties { Api = Y -a; (6.29)
et, pour les cachées * W) P Lk ' 6.30
P { Ap; = f,(pzaz) a; -y g YiDkWe (6.30)

6.21 Relations entre pente et pas
Si nous utilisons une sigmoide dont la pente a I'origine3est

fla) = ——

1+ exp=F® N f(ﬁ:r) ©3D

Soient alors deux réseaux. Le premier est défini par ses paigsr a;; I'entrée totale d'un
neurone de la couché, par f(a) la fonction de transfert d’'un neurone et par le pake second
est défini pand, a;,, f(a), A

Nous allons rechercher dans quelles conditions deux réseaux forertion de la méme facon
[TMF96].

Une condition suffisante est que pour tous les neurones on ait :

flaig) = [f(@ig)

soit : f(Baiy) = flaw)
donc: Baiyg = ai; (632
B-wip-fi1 = w4
donc :
B Wi = Wiy (6.33)

L'équation 6.33 signifie que I'accroissement des poids dans chage@urést le méme a chaque
itération. On a donc :
Aw;; = BAw; (6.34)

En tenant compte des équations 6.19 nous avons donc :

ALY, = BALY

puisque : i = BY; (6.35)
onadonc: A= 32

En conclusion, passer d’une fonction d’activation de gain 1 a undifond’activation de gairg
revient & multiplier tous les poids pAret & multiplier le pas d’apprentissage p&r
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6.22 Régularisation : weight elimination

Trop de poids permettent au réseau de coder les idiosyncrasies de @eldennées d'apprentis-
sage (le bruit en quelque sorte) conduisant & une mauvaise génénaliSatia poids ne sert pas il
peut prendre au cours de I'apprentissage n’'importe quelle valeurpetréaulier des valeurs éle-
vées, seulement pour améliorer la performance globale sur des détaflignificatifs de la base.

Ce probleme dsur-apprentissagee rencontre aussi dans d’autres problémes d'inférence déduc-
tive comme I'ajustement de courbes par des polynémes. Il existe de nasabrewgthodes pour
circonvenir ce probléme, mais nous ne nous occuperons ici que de redditges a la grandeur
des poids.

Il est alors intéressant de trouver une procédure qui le raméner\aleur faible ce qui devrait
améliorer la généralisation. L'idée sous-jacente est que, si plusisg@nédifférents donnent les
mémes performances sur les données, le meilleur est celui qui est le plis. Sinsfagit donc
d’un avatar du rasoir d’Occam.

On peut en effet voir cette diminution de la valeur des poids comme la solutiopobl@me de
complexité. On sait en effet (voir par exemple [Cas89]) que la complexit@algorithme peut se
mesurer par la longueur de sa description minimale dans un certain langageute formaliser
par un critére de « longueur minimale de description » issu de la théorie deriafion [Ris87].

Le modéle le plus probable est donc celui qui minimise : la longueur de désoriptale =
la longueur de description des données, étant donné le modéle + la lomudascription du
modele.

Le risque global que I'on cherchera a minimiser comportera alors deuxgetmeremier relatif
a 'erreur d’approximation faite et mesurant la performance (fonctiosadg habituelle) et un
deuxiéme relatif a la description du modéle.

Le coGt di au modeéle sera grossierement proportionnel au nombréldenpdtiplié par le nombre
de bits utilisés pour décrire chacun de ces poids.

Interprétation de la régularisation en termes probabilistes

Soit M le modéle (en fait I'ensemble des paramétres qui caractérisent le modelkdssdonnées.
Ce que I'on cherche, c’est optimiser le modéle pour les données disporlitdst donc naturel
d’essayer de maximisétr(M|D). Or d’aprés le théoreme de Bayeson a:

Pr(M|D) = Pr(D|M) - Pr(M)/ Pr(D) (6.36)

Dans cette équation :

e Pr(M|D) est la probabilité a posteriori du modele ou encore la vraisemblance deSefpn
e Pr(D|M) est la vraisemblance du modéle,

e Pr(M) est la probabilité a priori du modele,

e Pr(D) est la probabilité a priori des données.

Maximiser la probabilité du modéle pour un jeu de données particulier revimmitiser I'ex-
pression suivante (on passeleg et on multiplie par -1) :

—log(Pr(M|D)) = —log(Pr(D|M)) — log(Pr(M)) + Cste (6.37)

En identifiant avec la longueur de description totale on voit que :
o —log(Pr(D|M)), la log-vraisemblance du modéle, est I'erreur de reconstruction
e —log(Pr(M)), le log de la probabilité a priori du modéle, est le colt de complexité.
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(Notons que-log,(Pr(E)) est, par définition la quantité d’information associée a la réalisation
de I'événemenk (voir I'annexe sur la théorie de I'information), mesurée en bit (sinon disde
Neper ou de Hartley)).

On va donc choisir une probabilité a priori des poids qui forcera cédxse trouver au voisi-
nage de 0 tout en autorisant cependant I'existence de poids de ftate. VVHR92] propose la
distribution suivante :

w}/wg \]*
7
ol wq est un paramétre a ajuster.
Le risque qu'il faut alors minimiser est :
2 2
Z (desiry, — sortier,)? + A Z % (6.39)
motifs k i im0

Le second terme mesure la taille du réseau; la somme s’étend a tous les poideau sauf
les poids de biais (en effet ces derniers mesurent la distance a l'origiteedtoite séparatrice
gue réalise un neurone, et ils doivent étre aussi grands que aiepssreprésente I'importance
relative du terme de complexité par rapport au terme de performance.

Sur la figure 6.15-a nous avons représenté comment varie ce terme dexitérprsquew varie

Colt de complexité et sa dérivée
T T T T

Probabilité a priori d’'un poids

0.8

. 2 , o o
w, / Wy ponds/w0

(@) (b)

FIG. 6.15 — Variation du colt du module d’'un poids (et de sa dérivée) (@rittion de la proba-
bilité a priori d’'un poids (b)

(en unitéwy). Lorsquew est nul, le colt correspondant est nul. Lorsquéeest grand, le colt
correspondant vaut 1, le terme de complexité compte ainsi le nombre denpaidsils, ce qui est
bien ce que nous recherchons.

Sur la figure 6.15-b, nous avons représenté la probabilité a priori deélmpdur différentes va-
leurs de), la normalisation de la probabilité étant réalisée en prenant pour borme tevaleur

4wy. Pour les faibles valeurs de on remarque que tout se passe comme si les poids étaient ti-
rés de 2 distributions : une distribution plutét plate d'ou devraient étre tigdsdils qui servent

a quelque chose et une distibution piquée autour de 0 d’ou devraienirésrées poids qui ne
servent arien.
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Si nous approximons le pic de distribution autour de 0 par une gaussiugpbtenons :

: w; /wg w?

La variance de cette gaussienne est dohe- w/(2)), ce qui signifie que le parameétke qu’on
aurait pu penser n'étre la que pour peser le terme de complexité, a urengdlplus subtile :
la variance du bruit lui est inversement proportionnelle. Rlest grand, plus un poids doit étre
proche de 0 pour gu'il ait une probabilité raisonnable de faire partie distidbution de bruit. De
plus, plusA est grand, plus les poids seront tous petits.

Pour clarifier la signification deyg [WRH91] proposent de considérer un neurone relié - de ma-
niére redondante - a la méme source. Est-il plus économique d’'avoir dals<getits ou un poids
grand et un poids petit? La réponse est trés intéressante et est ilkgtiédigure 6.16 ou I'on

Colt de complexité

03 S=0.8 i

0.2
0

0.1 0.2 0.7 0.8 0.9 1

0.3 0.4 05 06
alpha = w, /IS (S= w, + Wz)

FiG. 6.16 — Variation du co(t de complexité pour un neurone connecté a la ménoe par deux
poidsw; etws

voit que cela dépend de la somme des pdids w; + we. Pour des valeurs d€/w allant jus-
qu'a 1.1, il n’existe qu’'un minimum & = w; /S = 0.5, ce qui signifie que les deux poids ont des
valeurs égales. Lorsqu#/w, augmente, la symétrie est brisée et il est moins colteux d’avoir un
poids~ S et l'autrex nul

Choisir un granduy conduit & beaucoup de petits poids, choisir un faiblepermet a quelques
poids de rester grand. Une valeurdg de I'ordre de 1 est expérimentalement une bonne valeur
lorsque les activations des neurones sont de I'ordre de 1.
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Implémentation

Dans son esprit la procédure d’élimination des poids proposé par Vdagahest simple, mais en
pratique elle est trés sensible au choix\d&i \ est trop petit, elle n'aura aucun effet edsst trop
grand, tous les poids seront tirés vers 0. De plus, une valeNbd@ne pour un probleme donné
ne le sera plus pour un autre probléme. Pire encore, pour un problémé,dapprentissage peut
étre difficile dans une région (au début par exemple) et nécessiteralmg taible de)\, et plus
facile ensuite (et nécessiter une plus grande valeur).

La procédure s’appliquera a tous les poids sauf les biais.

On part de\ = 0, le réseau peut donc utiliser toutes ses ressources et on modjfi@s chaque
époque en se basant sur I'errdy obtenu a la fin de I'époque (F; est la partie “mesure de
performance” de la fonction de colt global&). peut augmenter ou diminuer puisque la descente
de gradient minimise la somme des deux termes de la fonction de co(t.
On compareF; a trois termes :
e F, 1,l'erreur a'époque précédente,
e A, I'erreur moyenne pondérée et définie plar= vA;_1 + (1 — v) Ey, avecy voisin de 1,
e D, uncritere, une erreur désirée imposée. Elle pose probléme car ibessadre de I'estimer en
mesurant I'erreur obtenue sur 'ensemble de test, juste avant quedatguation se produise,
et en posanD inférieur a cette erreur.

Aprés chaque époque, on évaludisiest au-dessus ou au-dessous de chacune de ces quantités, ce
qui donne 8 possibilités.

Ey < E; q)et(E
Ey < E; q)et(E

E; < Et—l et

&

&
&

r < Ey_q) et

)
)
)
)
)
)
)
)

t
t
> A et(Ey < D
t
t

Ey > FE,_q)et

&

Ey > E_q)et(B; < Ay) et(By > D

Ey > Ei_q)et(B > Ay

© N o a0~ w D P

( (
( (
( (
( (
( (
( (
( (
( (

Et > Et—l et Et > At

3 actions sont alors possibles :

o \— A+ A)
On augmente légérementdans les 6 cas (1,2,3,4,5,7) ou tout se passe bien : I'erreur est plus
petite que le criterel; < D) ou elle décroit {; < E;_1). Augmenter\ signifie attacher plus
d’'importance au terme de complexité et rend la gaussienne plus pointuelela wdtiale de
A est petite, de I'ordre d&0 5.

e A — A— A\
Dans les deux cas restants I'erreur a augmenté et elle est plus granlgecgtere. Lorsqu’elle
reste plus faible que I'erreur moyenng,(< A;, cas 6) on diminue un peu

e )\ — 0.9\
Mais si elle est plus grande que la valeur moyenkg = A, cas 8), alors on la diminue
fortement.
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6.23 Régularisation : weight decay

La procédure de weight decay proposé par Hinton et Le Cun en 188Tfste a poser un codt de
complexitéoc w?. Dans la communauté statistique cela s’appédige regressiof, il s’agit d’'un
cas particulier de la méthode proposée par Weigend, celupast grand et ou donc on se place
dans la partie gauche de la figure 6.15-a.

6.24 A propos des données

Partant de I'observation qu’un prédicteur ou un classifieur donr@édes erreurs sur certaines
parties de I'espace d’entrée et qu’'un autre prédicteur ou classiéeades erreurs sur d’autres
parties, il est naturel de combiner les résultats de chacun pour obtenalassification ou une
prédiction qui, en moyenne par exemple, sera meilleure.(6.17). La décision collective doit
étre meilleure que chacune des décisions individuelles.

Sila sortie désirée est numérique (régression), la combinaison peutsiemileonsister a prendre
la moyenne de toutes les sorties. Si la sortie désirée est un label (cléissifican mécanisme
de vote majoritaire donnera le résultat souhaité. Notons qu’il est aussibpe d’utiliser une
combinaison pondérée des sorties de chacun des réseaux.

sortie de I'ensemble

combinaiso

données 1 |- - - données k- - - - | données K

A

données

FIG. 6.17 — Architecture de principe d’'un ensemblefdelassifieurs

Hansen et Salamon [HS90] ont montré que si les classifieurs sont s et si chacun donne
la réponse correcte plus de 50 % du temps, alors I'erreur réalisée pseridble tend vers zéro
quand le nombre de classifieurs tend vers l'infini.

2Parait-il. Qui peut me dire & quoi cela correspond ?
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Krogh et Vedelsby [KV95] ont de plus montré que I'erreur réaliséaupagnsemble se décompose
en deux termes, le premier mesurant I'erreur de généralisation moyenhaae des classifieurs
et le second mesurant le désaccord entre les classifieurs.

Cette construction @nsemblegle mot semble étre issu de la physique) de classifieurs est basée
sur des techniques de rééchantillonnage de la base de données pgurildsdes plus populaires
sont lebagginget leboosting Dans le boosting, I'ensemble d’apprentissage dépend des résultats
des classifieurs précédents, dans le bagging non.

On montre que le bagging est efficace quel que soit le type de classifibte, de décision ou
réseau de neurones par exemple, mais que le boosting peut condusreeddgats tres variables
selon les problémes.

Dans le cas des réseaux de neurones une alternative trés effidaamgging est de constituer un
ensemble de réseaux identiqgues ou chacun est entrainé sur la totalité de thapgrentissage,
mais a partir de poids initiaux différents.

6.24.1 Bagging

Bagging est un acronyme proposé par [Bre94] et vient®tstrapaggegaing”. Il s'agit d'une
méthode de bootstrap qui consiste a générer de multiples versions ddictgué et a “aggréger”
ceux-ci d’une certaine fagon pour constitueramsemble

Soit une base d’apprentissage contenahtndividus. Chaque classifieur de I'ensemble est en-
trainé sur une base d’apprentissage contenant afissdividus mais ou chaque individu est tiré
aléatoirement, avec remise, dans la base d’origine.

Un exemple donné a la probabilite- (1 — 1/M)M d’étre au moins une fois dans la base d’ap-
prentissage. Si/ est grand cette probabilité vaut approximativementl /e = 63%. C’est-a-dire
gue chaque base d’apprentissage contient environ 63% des exemjddsade de départ.

La base résultante peut donc contenir des exemples identiques et watgasrcertains exemples
de la base d'origine. Chaque classifieur de I'ensemble est ainsi cibssirun rééchantillonnage
aléatoire de la base d’origine.

La table 6.1 tirée de [OM99] montre comment sont obtenues les diverses thapprentissage
sur un exemple jouet qui suppose que I'ensemble d’apprentissaggiriocontient les individus
1,2,3,4,5,6,7,8.

base dorigine|| 1 |2 |34 (5|6 |78
base Al 217837631
base A2 7/8/5/6[4|2]|7/|1
base A3 3/6(2|7|5[6|2|2
base A4 4/5|/1/4|6|4|3|8

TAB. 6.1 — Exemple d’ensemble d’apprentissage pour le bagging

Breiman [Bre94] prétend que les réseaux de neurones et les agmtésidion sont des algorithmes
d’apprentissage instables (c’est-a-dire pour lesquels un petit cm@mgelans la base d’appren-
tissage peut conduire a de grandes variations dans les résultats) stiques algorithmes, les
techniques de bagging sont tres efficaces. En revanche, sur uithaigostable (les k plus proches
voisins par exemple), le bagging peut dégrader les performances.
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Pourquoi le bagging marche ?

Soient une base d’apprentissagjet (x, y) un exemple tiré dang suivant la loi de probabilité
P(x,y) indépendante dé. Supposons qug est numérique et soft(x, L) le prédicteur. Alors le
prédicteur réalisé par I'ensemble est :

¢e(x, P) = Er[p(x,L)] (6.41)
L'erreur réalisée par I'ensemble est :

€e = Ex,y[(y - ¢e)2] (642)

L'erreur moyenne de prédiction de chacun des prédicteurs est :

e = Er[BExylly—¢e)?] (6.43)
= kg [Ex y[yQ] — 2Ex y[yo] + Exylo ]
= Fyxyly’] — 2Exy[yEL[0] + ExylEL[0%]]
Exy[y’] — 2Bxy[yde] + ExyEL[67]]
> Exyly’] = 2Bxylyde] + ExylELl0]”] car E[2°] > (E[2])?
> Bxyl(y— ¢e)?] = e (6.44)

L'erreur quadratique moyenne de I'ensembleest plus petite que celle dg& L'amélioration
dépend de l'inégalité :
(ELlop(x, L))? < Elo(x, L)’] (6.45)

Plus¢ varie selon les ensemblés c’est-a-dire plus I'algorithme qui les produit est instable, plus
importante sera I'amélioration.

6.24.2 Boosting

La technique de boosting regroupe toute une famille de méthodes. Elles énidites par Scha-
pire et Freund. Elle visent & améliorer, « booster », la précision de n'imgmelle méthode
d’apprentissage.

Le but de ces méthodes est de construiresérede classifieurs ou chaque classifieur de la série
est construit sur une base d'apprentissage qui dépend desnpanfes du classifieyarécédent
C’est-a-dire que les exemples mal prédits du classifieur précédemesiofg plus souvent que les
autres exemples. Au départ, les probabilités de tirer chaque exemplegated &l /)M, M étant

le nombre d’exemples.

Il'y a deux grandes techniques de boosting dépendant de la fagbled@xemples sont tirés.

AdaBoost

AdaBoos{Adaptive Boosing) [FS96] [Sch96] construit successiveméntlassifieurs ou chacun
tire ses exemples avec une certaine probabilité dépendant des eaitesphr le classifieurs
précédent. SoiDy (i) la probabilité de tirer 'exemplé au cours de l'itératiork avecD; (i) =
1/M.

e Soite; la somme des probabilités des exemples mal classés par le clagSjfieur
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e On pose alors :

ak:11n<1_€k> (6.46)
2 €L
e On actualise :
N Dy (i) exp(—oy) Si ¢p(zs) =y
Deai) = 7, % { exp(ay) Si - or(x;) # v

_ Dy(i). exp(—aryidn(x;))
_ Zk (6.47)

ou Zj, est un facteur de normalisation calculé sur tous les exemples de fagcom@De,q soit
une probabilité.
e le résultat final est :

K
O(x) =sign ) apei(x)) (6.48)
k=1

AdaBoost combine ainsi les classifiedrs, . . ., C'x en utilisant un vote pondéré. Cette facon de
fonctionner présente I'intérét que tous les exemples de la base d’apgagetseront sélectionnés.

En reprenant I'exemple ci-dessus et en supposant que le motif 1 esileldfiapprendre, nous
obtenons le tableau 6.2.

basedorigine| 1|2 |3|4|5|6|7|8
base A1 217837631
base A2 114|5/4|1/5|6|4
base A3 7/1/5|/8[1/8|1|4
base A4 111|6(1|12/3|1]|5

TAB. 6.2 — Exemple d’ensemble d’apprentissage pour le boosting

Arcing

Arcing (Adaptivelyresample andombine) regarde les exemples mal prédits Heprécedents
classifieurs et tire avec remise les exemples qui serviront au clasgifieur avec une probabilité
qui dépend du nombre de fois; que ces exemples; ont été mal classés par IS précédents
classifieurs.

1+ mf

T K 1, 4
> orer (14 mf)
Breiman [Bre96] trouve empiriquement la puissance quatrieme (c’est nrpisur laquelle on

appelle souvent arcingrc-x4). La combinaison est réalisée par un vote pondéré. Arcing permet
de réduire la variance plus efficacement que bagging.

Di (6.49)

Comparaison

Une comparaison de bagging, boosting, arcing et d’autre variantesuse tlans [BK99].
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6.24.3 Biais et variance

En se basant sur 'article originel de Geman et al. [GBD92] concetaaliemme biais-variance,
Breiman [Bre96], Kohavi et Wolpert [KW96], ont proposé que lar de classification (donc
pour des systemes ou les sorties sont binaires ou sont des labels)t pewdecomposer en deux
termes :

1. Unterme de biais qui mesure la distance entre le classifieur moyen et éeasdéal,
2. unterme de variance qui mesure la distance entre les classifieurs,
3. unterme dd au bruit intrinséque (terme de Bayes).

Bagging et boosting réduisent la variance, c’est assez intuitif, mais ilsleetaussi réduire le
biais dans quelques problémes réels. En fait, comme pour estimer le biais aafeceadl faut
connaitre le bon classifieur, ces considérations sont de portée limitée.

6.25 Apprentissage statistique et généralisation dans les MLP

Notonsz € X C RP I'entrée d’'un réseau de neurones caractérisé par un poitans I'espace
des poids ey € Y C RY la sortie. Soit alorg(™ = {¢&;, 1 <i < m}, oué = (z,y).
On cherche a apprendre, & partir d’exemples, une relation incdnguélie les entrées aux sorties.
Cette fonction peut étre vue comme la densité de probabilité définie sur lkedpapaires entrée-
sortieX ® Y C RPTY:

Pr(§) = Pr(z,y) = Pr(z). Pr(ylz) (6.50)

ou Pr(x) définit la région d'intérét des entréeskt(y|z) définit la relation statistique reliant les
F F
entrées aux sorties.

L'apprentissage du réseau de neurones sera alors vu comme umpabdgptimisation en intro-
duisant une mesure de la qualité de I'approximafignde la fonctionF réalisée par le réseau.

La fonction d’erreur & minimiser, qui mesure la dissemblance dnte¢ F,, sur I'ensemble res-
treint d'apprentissage est :

m

EJ) =B |w) =Y e(yili, w) (6.51)
=1

La fonction d’erreure(y;|z;, w) est une mesure de distance $ft entre la sortie désiréget la
sortie du réseau sachant qu'om an entrée. On peut I'écrire

e(yi|ri, w) = d(y, Fy()) (6.52)

6.25.1 Minimisation de I'erreur et maximum de vraisemblance

Le probléme de I'apprentissage optimal d’'une régle peut étre vue selmplmbayésien [WR93],
mais plus souvent, on le voit [LTS90] comme le probleme de trouver I'ensereble dui maxi-
mise la vraisemblance de I'ensemble d’apprentissage :

m

max Pr(& H%r x;) H r(y;|xs, w (6.53)

WEW
=1
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On veut que la minimisation de I'erreur (6.51) soit équivalente a la maximisatiden vtaisem-
blance (6.53) pour tous les ensembles d’apprentissage indépeaddniSes deux critéres d’op-
timisation ne peuvent étre équivalents que s'ils sont reliés par une fometinotonep telle que :

HPr(yz‘|$z‘,w) =¢ (Z e(yi|wi, w)) (6.54)
=1

=1

On montre [TTL84] que la seule solution a cette équation fonctionnelle esgdqrar :

Pr(yfr.w) = o exp(~fe(ylr.u) (6.55)
avecz(p) = /Yexp(—ﬁe(y]a:,w)) (6.56)

ou 3 est une constante positive qui détermine la sensibilité de la probahilitéz, w) a I'erreur.
L'erreur moyenne est :

o= [ elylo,w) Priyle. w) dy (6.57)
elle est reliée & par la relation :
_ Olog(z) oe
€= a5 avec a3 <0 (6.58)

Lorsque la fonction d’erreur est quadratique |z, w) = (y — F,())?, la probabilitéPr(y|z, w)
est gaussienne :

_ 2
w] (6.59)

Pr(ylz,w) = (270%) "% exp[—*—
g

ol 3 = 1/(20?). Dans ce cas on &{3) = \/7/3 ete = ¢ indépendants du réseauainsi que
de I'entréer.

6.25.2 Distribution de Gibbs

Il est maintenant possible d’inverser la vraisemblance (6.53) en utiliséorhaule de Bayes pour
obtenir la probabilité des poids connaissant toutes les paires d’entié&esss) :

P (w) = Pr(w\f(m)) (6.60)
Pr(tm !w)Pr( )
f Pr \w Pr(w ) (6.61)

f pl (w H?LlPr(yilwi,w)dw

ot p() est une distribution a priori de I'espace de configuration.

On peut réécrire (6.62) en faisant apparaitre I'erreur d’ appralgm( \w) sous la forme de
la distribution canonique de Gibbs :

i p O (w) expl - FE™ (w)] (6.63)

(m) (1) =
pw) = oo
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ou l'intégrale de normalisation :
20(5) = | 6 () expl-BE (w)] du (6.64)

est appelédonction de partitionen physique statistiqdeet mesure le volume de I'espace de
configuration accessible au systeme. Par analogie, I'erreur se cdropomme une énergie.

L'équation 6.63 montre que I'apprentissage modifie la distribution de probathdiépoids. En
effet, 'apprentissage d’un exemple supplémentaire; revient & multiplier la distributiop(™
parexp|[—e(Ym+1|rm+1,w)] €t a renormaliser, ce qui conduit a :

z"V(p) = / P (w) exp[—FE™ (w) — Be(ym1|tm 1, w)]dw  (6.65)

< [ POwenl-sEM W] de ~ 2 (6.66)

L'apprentissage conduit donc a une diminution du volume occupé par lds gans I'espace

de configuration ou, ce qui revient au méme, a une augmentation monotdiémetgie libre

BF = —log Z(™) lorsque la taillen. de 'ensemble d’apprentissage augmente. C’est cette énergie
libre qui détermine I'erreur d’apprentissage moyenne :

om)
(B / 2 (1) B (10) ds = _mogﬂz >0 (6.67)

aussi bien que les fluctuations de I'ensemble autour de cette erreur :

I<E> 0?log Z B
os —  opr
L'erreur moyenne sur I'ensemble d'apprentissage est donc ungdoricroissante dé comme
on s'y attendait.

Une caractérisation importante de I'apprentissage est la quantité d'inforgsdignée durant
celui-ci. Une mesure simple de cette quantité est donnée par la distance decKthllibler entre
la distribution des poids avant et aprés I'apprentissage :

(E-<E>)?) <0 (6.68)

(m)
S(™ = DIpm| o] = / o (w)log 2o w0 (6.69)
w PO (w)

qui est I'entropie en thermodynamique et qui peut s’écrire aussi :
S(m = _1ogz(™M _ 3 <E<m>> (6.70)

Au cours de I'apprentisage cette entropie décroit & la fois parce queitme (™) décroit et que
I'erreur d’apprentissage E(™) > décroit.

On peut voirg comme le multiplicateur de Lagrange utilisé dans la minimisation de I'entropie
relative 6.69 sous la contrainte de la minimisation de I'erreur moyenBg™ >.

SVient de I'allemand ...xxx .
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