
CHAPITRE 3 Apprentissage

Remonstrez à vostre roy les erreurs que congnoistrez, et ja-
mais ne le conseillez ayant esgard à vostre profit particu-
lier, car avesque le commun est aussi le propre perdu. (Re-
montrez à votre roi les erreurs que vous reconnaissez, et ne
le conseillez jamais en fonction de votre intérêt personnel,
car le bien de chacun se perd dans le désastre commun)

FRANÇOIS RABELAIS∗

UNE bonne partie de l’excitation que l’on trouve autour des réseaux de neurones provient de
l’espoir qu’on y a mis d’éviter enfin des procédures longues et ennuyeuses, difficiles et côu-

teuses qui sont nécessaires dès lors que l’on veut assembler des heuristiques et des règles afin
de construire des machines, des algorithmes, réalisant des tâches perceptuelles ou cognitives non
triviales comme celles que réalisent le système visuel ou les systèmes experts.

Explicitons : le mot « algorithme » sert à désigner toute méthode de calcul permettant de résoudre
un problème et qui se présente sous la forme d’une suite d’opérations élémentaires obéissant
à un enchaînement déterminé. La façon de poser la multiplication de deux nombres à plusiers
chiffres, ou la division, est un algorithme. Le mot sonne comme s’il dérivait du grec, à l’instar d’«
arithmétique », mais ce n’est en fait que le résultat d’un déguisement. Le « th »a été introduit par
analogie avec celui d’« arithmétique », quoiqu’il n’ait en réalité rien à faireici)1.

Nous préfèrons naturellement “apprendre” des exemples à nos machines en espérant que le bon
algorithme “trouvera” les diverses règles et heuristiques nécessairesà la résolution du problème.
Nous verrons dans la suite de ce chapitre que cet algorithme devra être optimal quel que soit la
tâche à résoudre. Un tel système sera appelé « non biaisé » est ne sera pasa priori dédié à un
problème ou à une classe de problèmes donnés.

L’apprentissage et la généralisation sont les deux sources auxquellesceux qui manipulent les RN
et autres systèmes adaptatifs doivent s’abreuver sous peine d’un voyage difficile dans la galaxie

∗Gargantua, Chapitre XLIIII (1534).
1Une orthographe reflétant mieux l’éthymologie serait « algorisme ». En effet, l’origine du mot est issue du nom du

mathématicien persan (IV siècle après J.-C.) qui introduisit la notion de zéro dans la culture occidentale : Muhammad
ibn Musa abu Abdallah al-Khoreami al-Madjusi al- Qutrubulli, dont le nom usuel al Khorezmi fut latinisé au moyen-
Âge en « Algorismus ». On pouvait craindre pire. Son surnom indique que sa famille venait de la province de Khorezm,
au sud de la mer d’Aral, maintenant partie de la nouvelle république indépendante d’Ouzbékistan. Il est l’auteur d’un
traité mathématique dont le titre contient l’expression arabe «al jabr » signifiant « la permutation », qui nous a donné
le mot « algèbre ». À l’origine, le mot « algorisme » désignait le système décimal de notation, dont on pense qu’il a en
grande partie passé de l’Inde en Europe par le biais de la traduction en latinde « l’algèbre » d’al-Khorezmzi.
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connexionniste.

Mais qu’est-ce que l’apprentissage? Je n’ai pas trouvé de réponse autre que circulaire que je vous
livre :
• “L’apprentissage, c’est à dire la capacité d’acquérir de nouveaux comportements ou d’en mo-

difier d’anciens par expérience, est une propriété de presque tous les animaux, y compris ceux
que l’on peut difficilement qualifier d’intelligents” Eric Kandel2 : Cellular basis of behaviour.

• “On appelle apprentissage toute transformation d’un système cognitif ayantpour effet de confé-
rer à ce système une nouvelle disposition”. Daniel Andler Paris vII intellectica.

Mais qu’est-ce que lagénéralisation?
• C’est la capacité à étendre une compétence à des exemples non appris.
• C’est la transformation d’une présentation partielle en une représentationcomplète ...

... c’est un processus d’inférence déductive. (D. Andler)
Cette dernière notion est très importante, les techniques de résolution de problèmes par apprentis-
sage par l’exemple n’ont d’intérêt que si elles sont capables de généraliser.

Ces définitions, lorsqu’elles ne sont pas auto-référencées sont plutôt floues. Heureusement, on
peut en trouver de plus précises pour des machines ou tout du moins pourdes systèmes artificiels.

Apprentissage par l’exemple: soit un système à apprentissage quelconque et soitx une variable
aléatoire dont la distribution de probabilitéPx est fixe mais inconnue et supposons qu’il existe
une fonctionφ(x) : X → Y . Par exemple en reconnaissance de caractèresx ∈ X peut être une
matrice de pixels ety ∈ Y le caractère alphanumérique associé. Le but de l’apprentissage est de
construire une fonction paramétriqueφ̂(x, θ) : X → Y qui minimise :

∫

x∈X

J(φ̂(x, θ), φ(x)) dPx

en modifiant comme il faut lesθ. J est une fonction de coût scalaire (par exemple le carré de
la différence entreφ et φ̂). Pour y parvenir avec un système d’apprentissage par l’exemple (ou
apprentissage supervisé) on dispose généralement de N couples{xi, φ(xi)} tirés de (X, Y).

La performance d’un tel système se mesure par la somme des erreurs aux Npoints choisis :

N
∑

i=1

J(φ̂(xi, θ), φ(xi))

Le type d’apprentissage est déterminé par la façon dont les paramètres sont modifiés au cours du
temps. On écriraθt+1 = θt + ∆θt

On parlera alors d’algorithme d’apprentissage.

Il y a une grande quantité d’algorithmes qui diffèrent les uns des autrespar la façon dont on
calcule∆w. Ils dépendent du modèle de l’environnement dans lequel le RN est plongé (paradigme
d’apprentissage).

Processus d’apprentissage

algorithmes(règles) paradigmes

Boltzman Hebb Thorndike compétitif correction d’erreur supervisé renforcement non supervisé

Généralisation: comment se comportêφ sur des exemples autres que les N connues ? L’essentiel
de ce chapitre est dévolu à essayer de répondre à cette question.

2de l’université Columbia, Prix Nobel de physiologie et de médecine en 2000.
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3.1. Processus d’apprentissage 69

3.1 Processus d’apprentissage

3.1.1 Apprentissage par correction d’erreur

Ou par essais et erreurs ou encore la carotte et le bâton.

Soitdi(n) la réponse désirée du neuronei au tempsn, yi(n) la réponse effective lorsque le réseau
reçoitx(n) sur ses entrées (le stimulus). Le couple{x(n), y(n)} est un des exemples à apprendre.
On définira un signal d’erreur par :

ei(n) = di(n) − yi(n) (3.1)

Le but final de l’apprentissage par correction d’erreur est de minimiserune fonction de coûtJ
construite à partir dee(n). Une fois qu’on a décidé de la fonction de coût, l’apprentissage devient
un problème d’optimisation pour lequel il existe quantité de techniques.

Une fonction de coût fréquemment rencontrée est lecritère des moindres carrés:

J = E[
1

2

∑

i

e2
i ] (3.2)

où E est l’espérance statistique (la moyenne). Le terme1/2 est là pour simplifier les calculs futurs.

On suppose que le processus qui génère les entrées est stationnaire.Une méthode connue de mi-
nimisation est la descente de gradient, mais elle nécessite de connaître la distribution stationnaire
des données qui, généralement, est inconnue. On cherchera alors une solution approchée en mini-
misant le coût instantané suivant :

E(n) =
1

2

∑

i

e2
i (3.3)

On optimise le réseau en minimisantE(n) par rapport aux poids. On trouve (Window Hoff 1960
– règle Delta).

∆wij(n) = ηei(n)xj(n) (3.4)

η est une constante≥ 0 appellée pas d’apprentissage. On trouve donc que la variation du poids est
proportionnelle au produit du signal d’erreur par le signal qu’il y a sur la synapse en question.

Il faut faire attention à la valeur numérique deη qui non seulement fixe la vitesse du calcul mais
aussi (et surtout) la stabilité du processus d’apprentissage par correction d’erreur, et donc son
résultat.

Il faut théoriquement prendre un pas tel que :

0 < η < 1
2

λmax[H(w)]
(3.5)

oùλmax est la plus grande valeur propre deH(w) et oùH(w) et le Hessien de la fonction de coût
J évalué au pointw. C’est une matrice symétrique dont les éléments sont les dérivées secondes
partielles de la fonction de coût par rapport aux poids :

H(w) =
∂2J

∂wij∂wkl

(3.6)

J(w) représente la surface d’erreur. Si les unités sont linéaires on aaffaire à une boule possèdant
1 seul minimum ; sinon il existe un minimum global (éventuellement multiple) et des minimas
locaux. Dans ce dernier cas, comme la descente de gradient procède pas à pas on peut rester piégé
dans un minimum local.

c© Daniel Collobert 2 décembre 2003
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3.1.2 Apprentissage de Hebb

Cette forme d’apprentissage est en fait un postulat tiré de la biologie et estla plus connue et la
plus vieille des règles d’apprentissage (1949). Donald Hebb était un psychologue canadien.

Formulé dans uncontexte neurobiologiqueil dit précisement :

“When an axon of cell A is near enough to excite a cell B repeatedly or persistently takes part in
firing it, some growth process or metabolic changes take place in one or both cells such that A’s
efficiency as one of the cells firing B, is increased”.

Dans uncontexte RNon transforme cette proposition en

1. si les 2 neurones situés de part et d’autre de la synapse sont actifssimultanément (syn-
chrones) alors on augmente le poids,

2. si les 2 neurones ne sont pas synchrones, la synapse décroît ouest éliminée.

Une telle synapse est dite Hebbienne, elle dépend du temps, les interactions sont fortement locales.
Les variations du poids se font grâce à un mécanisme de conjonction si on regarde les signaux,
de corrélation si on parle en termes statistiques. (On dira aussi qu’une synapse est anti-hebbienne
lorsque sa force (le poids) baisse pour des activités post – et pré – synaptiques corrélées et aug-
mente sa force lorsque ces activités sont non corrélées.

Dans uncontexte mathématiqueon pourrait poser (voir figure 3.1) :

∆wij(n) = ηyi(n)xj(n) (3.7)

ij

j

W

yxj
i

i

FIG. 3.1 – Interconnexion de deux neuronesi et j par la synapsewij .

mais il y aurait variation exponentielle dewij . On ajoute alors un terme d’oubli :

∆wij(n) = ηyi(n)xj(n) − αyi(n)wij(n) (3.8)

= αyi(n)(cxj(n) − wij(n)) (3.9)

ce qui permet d’éviter les problèmes de convergence.

Dans uncontexte statistiqueon pourrait poser :

∆wij = ηcov(yi(n), xj(n)) (3.10)

= ηE[(yi(n) − yi)(xj(n) − xj)] (3.11)

= η{E[yi(n)xj(n)] − yixj} (3.12)

c© Daniel Collobert 2 décembre 2003
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Le premier terme ressemble à la première proposition, le second termeyixj est un seuil égal au
produit des activités moyennes post et pré synaptiques.

Retour à uncontexte biologique: il se pourrait qu’il y ait une plausibilité physiologique (modèle
de l’hyppocampe).

3.1.3 Apprentissage compétitif

Les neurones de sortie du réseau « décident » lequel d’entre eux sera actif. Il n’existe donc qu’un
seul neurone de sortie actif à chaque pas de temps. Les premières idées viennent de 1973 (Van der
Malsburg : self organisation et orientation des cellules dans le cortex strié visuel), Fukushima 75
(neocognition attention ! !), Grossberg 72 76, classification adaptation).

Les neurones deviennent desdétecteurs de caractéristiquescar ils s’adaptent à une caractéristique
particulière.

La compétition se fait au travers de connexions latérales inhibitrices et l’algorithme d’apprentis-
sage s’écrit de la forme :

∆wij =







η(xj − wj) si le neurone i gagne la compétition

0 sinon

On contraint les neurones à avoir la même norme euclidienne :
∑

j

wij = 1 pour tout i

3.1.4 Apprentissage de Boltzmann

Il s’agit d’un algorithme stochastique issu de la thermodynamique et de la théorie de l’information
(car on va chercher un maximum de vraisemblance).

Le réseau a une structure récurrente (mais les neurones ne font pas de connexion sur eux-mêmes) ;
les neurones ont 2 états±1 (qu’on appelle souventon et off). On caractérise la machine par une
fonction énergieE définie par :

E = −
1

2

∑

i6=j

wijsisj

L’algorithme est le suivant :
• On choisit un neuronej au hasard, on le flippe (change d’état) de l’étatsj à l’état−sj avec la

probabilité suivante dépendant de la température :

P [w(sj → −sj)] =
1

1 + exp(−∆E
kT

)

oùT est l’analogue d’une température.
• On recommence en tirant un autrej.
Si on opère ainsi, au bout d’un certain temps la machine atteint l’équilibre thermique.

Les neurones sont classés en 2 groupes fonctionnels :visible et cachés. Les visibles fournissent
une interface avec l’environnement.

Il y a 2 modes de fonctionnement :

c© Daniel Collobert 2 décembre 2003
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• clampé : les visibles sont fixés à des états fixés par l’environnement,
• libre : tous les neurones sont libres.
On poseρ+

ji la corrélation entre les états de neuronesi et j sachant que le réseau est clampé,ρ−ji
quand le réseau est libre.

En moyenne ces 2 corrélations sur tous les états possibles de la machine lorsqu’elle est à l’équilibre
thermodynamique sont les suivantes :

ρ+
ji =

∑

α

∑

β P+
αβsj|αβsi|αβ

ρ−ji =
∑

α

∑

β P−
αβsj|αβsi|αβ

où si|αβ est l’état du neuronei sachant que les visibles sont dans l’étatα et les cachés dans l’état
β.

P+
αβ est la probabilité conditionnelle d’avoir les neurones visibles dansl’étatα quand les cachés

sont dans l’étatβ et la machine dans l’état clampé.

La règle est la suivante (Hinton et Sejnovski 86) :

∆wij = η(ρ+
ij − ρ−ij) i 6= j

3.1.5 Le “crédit asignment problem"

Autrement dit : le problème du bouc émissaire.

Le « credit asignment problem » (CAP) peut être structurel si, dans un système à apprentissage à
plusieurs composantes interconnectées, on veut savoir quel neuronedoit voir son comportement
modifié par la règle d’apprentissage, et de combien, afin d’augmenter les performances globales
du réseau à l’itération suivante.

Le CAP peut être de nature temporelle quand le système a réalisé plusieurs actions et qu’on ne sait
pas laquelle est prépondérante dans les résultats obtenus.

3.1.6 Apprentissage supervisé

Système à
-apprentissage

réponse

signal d’erreur

désirée

réponse

effective

MaîtreEnvironnement

+

FIG. 3.2 – Schéma synoptique de l’apprentissage supervisé à correction d’erreur.

Le maître peut donner une réponse cible dit réponsedésiréeau système à appprentissage (voir
figure 3.2). Le signal d’erreur (réponse désirée− réponse effective) sert à modifier la réponse
désirée. Le système émule le maître. On le présume optimum dans un certain sens statistique. Un
fois l’apprentissage terminé on peut faire fonctionner le système tout seul.
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On utilise des algorithmes de correction d’erreur ; le plus simple est celui de Windrow et Hoff pour
un simple neurone ou larétropopagation du gradient d’erreurpour un réseau structuré en couches
(voir le chapitre correspondant). L’apprentissage peut être statique ou en temps réel. Ce dernier
cas est plus complexe.

Le pouvoir d’expressiond’un RN artificiel est une mesure du nombre de fonctions différentes que
celui-ci peut approximer (indépendamment des données ou de l’algorithmed’apprentissage). On
montre qu’ils sont des approximateurs universels : ils peuvent approximer avec une précision arbi-
traire n’importe quelle transformation continue d’un espace à dimension finie vers un autre espace
à dimension finie. A quelques cas pathologiques près, une seule couche cachée est suffisante.

Malheureusement il y a un problème d’apprenabilité ou decomplexité. En effet Judd a montré
que, étant donné un réseau de neurones artificiels arbitraire R et une tâche arbitraire T devant
être résolue par R, le problème consistant à décider si dans l’espace detous les paramètres de R
(poids, structures) il existe une solution qui résoud adéquatement T, est équivalent au problème de
satisfaisabilité, et est donc NP complet. Ainsi la recherche d’une telle solution (ie l’apprentissage)
est-elle NP ardue.

Un désavantage de l’apprentissage supervisé est que, sans maître, unRN ne peut apprendre de
nouvelles stratégies pour des situations particulières non couvertes par les exemples d’apprentis-
sage. Cette limitation peut être levée par par un apprentissage adaptatif (dépendant du temps) ou
encore par un apprentissage par renforcement.

3.1.7 Apprentissage par renforcement

À compléter plus tard.

3.1.8 Apprentissage non supervisé

Dans l’apprentissage non supervisé il n’y a pas de maître pour contrôlerde l’extérieur le déroule-
ment de l’apprentissage ; c’est pourquoi on l’appelle quelquefois auto-apprentissage. Le réseau va
essayer de s’adapter aux régularités statistiques des données d’entrée. Il va donc automatiquement
coder des classes dans sa représentation interne.

L’apprentissage non supervisé est réalisé, par exemple, par la règle de l’apprentissage compétitif
vue plus haut. Il s’agit alors d’une stratégie appeléewinner-take-all.

Si l’on compare l’apprentissage non supervisé à celui supervisé dontl’algorithme de rétropopaga-
tion du gradient est le représentant le plus largement connu et utilisé, on remarquera que les lois
d’échelle sont défavorables aux algorithmes supervisés. Lorsqu’onaugmente la taille d’un réseau
possèdant plusieurs couches de neurones, le nombre de connexionscroît de façon exponentielle
alors qu’en apprentissage non supervisé cette variation est plutôt linéaire. (Voir Jacobs et Jodan
91, Nowlan et Hinton 91, deSa et Ballard 92, Becker 91).

3.1.9 Différentes tâches d’apprentissage

Le choix d’une procédure d’apprentissage particulière est conditionné très fortement par la tâche
que le RN doit réaliser.

1. approximation : supposons que nous ayons une application non linéaire entrée→ sortie de
la forme :

d = g(x)

c© Daniel Collobert 2 décembre 2003
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ou le vecteurx est l’entrée et le scalaired la sortie. La fonctiong(·) est inconnue. On
veut construire un réseau qui approxime la fonctiong non linéaire grâce à un ensemble de
couples entrée-sortie(x1, d1), (x2, d2)...(xN , dN ). À l’évidence on utilisera un apprentis-
sage supervisé.

2. association: cette tâche peut prendre 2 formes : l’auto association et l’hétéro association.
Dans l’auto association on veut stocker dans le réseau un certain nombrede motifs, de façon
à ce que lorsqu’on lui présente un de ces motifs, bruité ou incomplet, le réseau retrouve (rap-
pelle) le motif initial. On peut (doit) utiliser un apprentissage non supervisé. Dans l’hétéro
association où le motif de sortie est différent de celui stocké on sera conduit à une procédure
supervisée.

3. classification: Soit un certain nombre de catégories (classes), le problème consiste à ranger
des stimuli (activations) donnés dans ces classes. La solution consiste à utiliser un appren-
tissage supervisé. L’avantage des RN est qu’ils sont capable de construire de façon non
paramétrique des frontières de décision séparant ces classes, ils offrent donc la possiblité de
résoudre des problèmes de classification extrêmement complexes.

4. Prédiction
On possède des échantillons d’un signal :

x(n − 1), x(n − 2), · · · , x(n − M)

et on veut prévoirex(n). On le fera par correction d’erreur de manière supervisée en im-
posantx(n) comme sortie désirée. En toute rigueur cependant, on pourrait dire qu’il s’agit
en fait d’un apprentissage non supervisé puisquex(n) appartient à l’ensemble des données
d’entrée.

5. Contrôle : Werbos (1992) inventa le termeneurocontrôlepour désigner les processus de
contrôle d’un système dynamique non linéaire qui utilisent les RN.

6. L’Alignement de faisceauxdésigne les procédés qui, par exemple, permettent de sélection-
ner l’attention. Une image souvent utilisée est celle d’une « cocktail party » où, malgré une
foule nombreuse et bruyante, nous sommes capables de focaliser notre attention sur ce que
dit une personne éloignée. Une autre image est le système d’écho-locationde la chauve-
souris. Un problème de ce type se pose lorsque, avec une antenne acoustique composée
de plusieurs récepteurs, on veut suivre un locuteur et focaliser surlui le lobe principal de
l’antenne(voir Haykin 91, Widraw et Stears 85).

Toutes ces tâches consistent fondamentalement à construire une application à partir d’un certain
nombre d’exemples de cette application. Si on ne dispose pas de connaissancesa priori, alors
chacune de ces tâches est en fait un problème mal posé car il existe généralement plusieurs so-
lutions pour réaliser l’application en question ; on verra plus tard qu’en utilisant la théorie de la
régularisation on peut obtenir de bonnes solutions.

3.1.10 Adaptation et apprentissage

L’ espaceest une dimension importante du processus d’apprentissage, mais letempsl’est aussi.
Lorsqu’un RN opère dans un environnement stationnaire, c’est-à-dire dont les statistiques ne
changent pas avec le temps, il peut en théorieapprendreles caractéristiques essentielles de ces
statistiques.

Fréquemment néanmoins l’environnement n’est pas stationnaire, les différents paramètres statis-
tiques caractérisant les signaux évoluent avec le temps. Dans de telles situations, les méthodes
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usuelles d’apprentissage ne sont d’aucune utilité car il devient nécessaire que le réseau suive ces
variations etadaptecontinuellement et en temps réel ses paramètres internes.
Un système adaptatif doit très bien apprendre sinon il ne peut suivre les variations. Un réseau
de neurones peut être vu comme un système non linéaire adaptatif qui apprend des structures
temporelles. On sait depuis Kolmogoroff (1942) et Wiener (1949) qu’une solution mathématique
formelle à ce problème est impossible à trouver. Gabor démontra néanmoins (1960) qu’on pouvait
construire un filtre optimisant sa réponse par apprentissage. La sortie dece filtre a la forme :

y(n) =
N

∑

n=0

wnx(n) +
N

∑

n=0

N
∑

m=0

wnmx(n)x(m) + · · ·

où lesx(1), · · · , x(N) sont les exemples donnés en entrée. De nos jours on appelle ce polynome
le polynome de Gabor-Kolmogoroff ou encore la série de Volterra. Les coefficients des termes
linéaireswn, des termes non linéaires diadiqueswnm sont appris par des méthodes de descente de
gradient.

3.2 Apprentissage et statistique

3.2.1 L’apprentissage dans les RN est un processus de régression linéaire

Considérons un ensemble deN mesures ou observationsx, notéesx1, x2, · · · , xN où chaquexi

prend ses valeurs surR
n, ainsi qu’un deuxième ensemble d’observationsd, sorties d’un système

S. (On a ici poséd comme scalaire pour simplifier, mais cela n’ôte rien à la généralité des dé-
monstrations futures).
Supposons qued dépende aussi d’une autre variable aléatoirez = {z1, z2, . . .} inconnue [FS97].
Le systèmeS réalise alors l’application (voir FIG. 3.3) :

Système d

S

x
x

z

1

1

2

2

z

x

z

FIG. 3.3 – Les données sont issues d’une source connuex et d’une source inconnue notéez.

d = f(x1, x2, . . . , z1, z2, . . .) (3.13)

Mais commex seulement est observable, nous modéliserons le système S par le modèle statis-
tique :

d = g(x) + ǫ (3.14)

oùg(·) est une certaine fonction qui représente toute la connaissance que nous ayons sur la relation
qui lie x à d, et ǫ un résidu, un « bruit » de moyenne nulle, dont la distribution de probabilitéPǫ

est inconnue mais indépendante dex ; il représente notre ignorance de la relation liantx àd.
Ce modèle statistique (3.14) est appelémodèle régressif, l’estimateur optimal dex estE[d|x],
c’est-à-dire la fonction (déterministe) qui donne la valeur moyenne ded sachantx. C’est l’espé-
rance conditionnelle de la sortie sachant les entrées :

g(x) = E[d|x] (3.15)
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C’est la valeur ded réaliséeen moyennepour une réalisation particulière de l’évènementx. Si d
suit une loi de Bernoulli, alorsE[d|x] = P (d|x).

S’il y a une seule valeur ded pour chaquex comme par exemple dans le problème de parité, alors
dans ce casE[d|x] n’est pas une moyenne mais une vraie valeur. En revanche dans le problème de
classification de phonèmes en voisé/non voisé, il y a ambiguïté etE[d|x] est une vraie moyenne.

Posons F(x,w) la sortie d’un RN utilisé pour approximerd. La procédure consistera à ajuster les
poidsw de façon à minimiser l’erreurJ(w) définie par :

J(w) = E[(d − F (x,w))2] (3.16)

ÉcrivonsJ(w) sous une autre forme :

J(w) = E[(d − g(x) + g(x) − F (x,w))2]

= E[(d − g(x))2 + (g(x) − F (x,w))2 + 2(d − g(x))(g(x) − F (x,w))]

= E[(d − g(x))2] + E[(g(x) − F (x,w))2]

+2E[(d − g(x))(g(x) − F (x,w))] (3.17)

Or on a :

E[(d − g(x))(g(x) − F (x,w))] = E[ǫ(g(x) − F (x,w))]

= E[ǫg(x)] − E[ǫF (x,w)] (3.18)

dont le premier terme est nul car l’erreur n’est pas corrélée àg(x) ; c’est le principe d’orthogonalité
qui dit simplement que toute l’information disponible surx est codée dansg(x).

D’autre part, l’erreur espéréeǫ dans le modèle régressif de (3.14) est aussi décorrélée deF (x,w) ;
le terme croisé de (3.18) est donc lui aussi nul et la fonction de coût (3.17) s’écrira alors :

J(w) = E[(d − g(x))2] + E[(g(x) − F (x,w))2] (3.19)

Le deuxième terme représente l’erreur du modèle. Il mesure l’écart de la fonction trouvée au
modèle régressif (la partie prédictible contenue dans les données).

Notons que le premier terme de (3.19) ne dépend pas dew. Donc, si un vecteur particulierw0

minimiseJ(w), il minimise aussi le deuxième terme que l’on peut réécrire :

E[(g(x) − F (x,w))2] =

∫

Rn

p(x)(g(x) − F (x,w))2 dx (3.20)

oùx ∈ Rn et p(x) est la densité de probabilité dex. En d’autres termes, le vecteur poidsw0 est
tel queF (x,w0) est l’approximation de la probabilité conditionnelleg(x) = E[d|x].

On notera que l’on a toujours :

J(w) ≥ E[(d − E[d|x])2]

ce qui signifie que le modèle régressif (3.15) est la meilleure approximation dela sortie désirée
comme nous l’affirmions plus haut. Minimiser l’erreur quadratique entreF (x,w) et d (3.16)
revient à minimiser l’espérance de l’erreur entreF (x,w) et g(x) (3.20). C’est pourquoi on dit
que l’apprentissage peut être vu comme un problème de régression non linéaire.

Remarquons qu’à la place de la fonction de coût quadratique, on aurait pu prendre l’entropie
croisée :

F (x,w) log(F (x,w)) + (1 − F (x,w)) log(1 − F (x,w))
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3.2.2 Dilemme biais/variance pour la généralisation

L’article fondateur du dilemme bias-variance est le fait de Geman, Bienenstock et Doursat
[GBD92].

D’après ce que nous venons de voir, une mesure naturelle de la performance de l’estimateur
F (x,w) est sa distance à la fonction régressive :

(g(x) − F (x,w))2 = (E[d|x] − F (x,w))2 (3.21)

Que peut-on dire de cette distance lorsqu’on part d’une autre base d’apprentissage (mais qui a
toujours la même taille) ce qui donnera donc desF (x, D) différents ?

Les informations contenues dans l’ensemble d’apprentissage :

D = {(x1, d1), (x2, d2), · · · , (xN , dN )}

sont implicitement présentes dans les poidsw ; formellement on a donc le droit d’écrire la
moyenne de l’erreur sur tous les échantillons possibles de tailleN , sous la forme :

ED[(E[d|x] − F (x, D))2] = ED

[

(E[d|x] − ED[F (x, D)] + ED[F (x, D)] − F (x, D))2
]

= ED

[

(E[d|x] − ED[F (x, D)])2
]

+ ED

[

(ED[F (x, D)] − F (x, d))2
]

+ 2ED

[

(E[d|x] − ED[F (x, D)]) · (ED[F (x|D)] − F (x|D))
]

(3.22)

Le premier terme peut s’écrire :

ED

[

(E[d|x] − ED[F (x, D)])2
]

= (E[d|x] − ED[F (x, D)])2

car l’espérance deE[d|x] est constante sur l’ensemble d’apprentissageD. Le terme croisé est nul
car on peut utiliser cette même relation pour en simplifier la première partie et que :

ED [ED[F (x, D)] − F (x, D)] = ED[F (x, D)] − ED[F (x, D)] = 0

Ce qui donne finalement pour la moyenne de la distance à la fonction régressive :

ED

[

(E[d|x] − F (x, D))2
]

= (E[d|x] − ED[F (x, D)])2 + ED

[

(F (x, D) − ED[F (x, D)])2
]

(3.23)

Le premier terme de cette équation mesure lebiais de l’erreur, le second représente lavariance.
Si, en moyenne,F (x, D) est différent deE[d|x], on dit queF (x, D) est un estimateur biaisé de
E[d|x]. Sur la figure 3.4, inspirée de [NG96], nous avons dessiné une représentation schématique
de l’équation 3.23.

SoientHλ l’ensemble des fonctions réalisables par un réseau de neurone de complexité λ (struc-
ture et nombre de poids par exemple) etF l’ensemble des fonctions ayant certaines propriétés (par
exemple l’ensemble des fonctionsm fois différentiables). On aHλ ⊂ F .

Le biais est la distance qui sépare la fonction à rechercherg(x) = E[d|x] de la meilleure fonction
prise dansHλ : (E[d|x] − ED[F (x, D)])2 . C’est une erreur d’approximation, elle est indépen-
dante des données et ne dépend que de la puissance d’approximation dela classeHλ.

SiH est dense dansF , plus le nombre de paramètres (λ) augmente, plus le volume deH augmente
et meilleure est l’approximation de la fonction régressive.
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généralisation

Hλ

F(x,D)

E [F(x,D)]
D

G(x) = E[d |x]

F

erreur d’approximation => biais

erreur d’estimation => variance

FIG. 3.4 – dilemme biais-variance.

La variance est une mesure de la distance séparant la fonctionF trouvée de la meilleure fonction
que l’on peut trouverED[F ], c’est donc une erreur d’estimation. C’est aussi une fonction croîs-
sante deλ car, à nombre de données fixé, l’augmentation du nombre de paramètres conduira, en
moyenne, à une augmentation de l’erreur d’estimation.

Les deux objectifs de biais faible (bonne précision) et variance faible (bonne stabilité) sont contra-
dictoires. Quand on augmenteλ on diminue le biais car le volume deHλ augmente mais on
augmente alors la variance (voir FIG. 3.5 inspirée de [FS97]).

λ

E
rr
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r 

de
 p

ré
di

ct
io

n

Base de test

Complexité du modèle

Biais élevé

Variance faible

Biais faible

Variance élevée

Base apprentissage

FIG. 3.5 – Comment trouver le meilleur estimateur.

Ce qui veut dire que dans le cas d’un réseau de neurones apprenant par l’exemple (ensemble
d’apprentissage de taille finie), le prix à payer pour avoir un petit biais estune grande variance.
C’est là une espèce de « relation d’incertitude ».

Lorsque le biais est faible, les frontières de décision sont complexes, donc le système est sensible
au bruit et la variance est alors élevée. Lorsque le biais est élevé, parexemple si on filtre les
données, la variance est faible et le système est moins sensible au bruit.

Pour le voir, prenons un exemple où la variablex est à une dimension et oug(x) est une fonction
inconnue et bruitée.
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D’une part, on pourrait définirF (x, D) comme étant la fonction qui passe par tous les points. À
l’évidence l’estimation n’est pas biaisée pour tous lesxi, 1 ≤ i ≤ N puisque :

ED[F (xi, D)] = E[g(xi) + ǫ] = g(xi) = E[y|xi]

De plus sig(x) est continue, on peut espérer qu’il y a aussi très peu de biais au voisinage des
points d’observation.

En revanche, si la variance deǫ est élevée alors l’erreur quadratique moyenne sera élevée puisque
la variance deF peut s’écrire :

ED[(F (xi, D) − ED[F (xi, D)])2] = ED[(g(xi) + ǫ − g(xi))
2) = E[ǫ2]

qui est la variance deǫ (ǫ ayant une moyenne nulle).

D’autre part, à l’autre extrême, on pourrait choisir une fonction ad-hocqui ne dépendrait pas deD.
À l’évidence la variance serait nulle mais le biais serait élevé puisque cet estimateur ne prendrait
pas en compte les données !

Le meilleur choix sera quelque part entre ces deux extrêmes. On pourraitlisser les données par
exemple ou utiliser un réseau de neurones entraîné par BP. On peut introduire volontairement du
biais en choisissant certaines fonctions particulièresF (x,w), ce qui diminuera la variance, mais
ce ne sera valable que pour un type de problème donné. En pratique, on réalisera cela avec une
architecture contrainte par, par exemple, des poids partagés, des champs récepteurs locaux, etc.

On verra plus loin qu’à un biais faible correspond une forte capacité et qu’à une capacité faible
correspond une variance faible.

3.3 Théorie de l’apprentissage

3.3.1 Position du problème

Il n’existe pas vraiment de théorie mathématique décrivant les processussous-jacents à l’appren-
tissage. Néanmoins on peut poser quelques principes pour l’apprentissage supervisé. Tout d’abord,
le modèle sera le suivant (voir la figure 3.6) :

• l’environnement fournit le vecteurx dont la distribution de probabilitéP (x) est inconnue,
• le maître fournit en plus la sortie désirée pour chaque vecteur d’entréex, avec une distribution de

probabilitéP (d|x) fixée mais inconnue.x etd sont reliés par une fonction inconnued = g(x),
• la machine est capable de réaliser une série d’applicationsy = F (x,w).

Le problème de l’apprentissage est de choisir la fonctionF(x,w) qui approxime la réponse désirée
(au mieux suivant un certain sens statistique) à partir d’un ensemble donnéde couples {entrée,
sortie désirée}. Mais une solution existe-t-elle ? Est-ce que la quantité d’informations qui se trouve
dans les N données est suffisante pour construire la machine ? (C’est ce qu’on appelle le problème
d’apprenabilité).

Soit L(d;F(x,w)) la mesure du désaccord existant entre la sortie désirée et la réponse effective
F(x,w) (par exemple la distance euclidienneL(d;F(x,w)) = ‖d − F(x,w)‖2). Sous sa forme
générale on définira le risque3 fonctionnel par :

R(w) =

∫

L(d;F(x,w)) dP (x,d)

3risqueest l’héritier derisicare, doubler un promontoireen italien du sud. La métaphore marine porte le couple
aléa-action : derrière le promontoire, il y a le danger ou le paradis, pourpasser le promontoire il faut naviguer. Le mot
apparaît en France au XVIe siècle avec le sens de hasard qui peut causer une perte.
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Environnement X

Probabilité de distribution

Maître

F(x,w) = d
Machine

x ,x ,...,x

Ww

P(x)

1 2 N

1 1 22(x ,d ;x ,d ;...;x  ,d  )
N N

FIG. 3.6 – Synoptique du modèle d’apprentissage utilisé

oùP (x,d) est la probabilité jointe dex etd (l’intégrale est de Riemann–Stieljes).

Le but de l’apprentissage est de minimiserR sur la classe des fonctionsF(x,w). C’est un pro-
blème difficile car la probabilitéP (x,d) = P (x)P (d|x) est inconnue. Pour avancer tout de
même on va utiliser un principe dit de « minimisation du risque empirique » que l’on va voir dans
le paragraphe suivant.

3.3.2 Minimisation du risque empirique

La minimisation de l’erreur empirique est la traduction de l’expression anglaiseconsacrée :empi-
rical risk minimization .

Ce risque empirique est construit sur la base d’apprentissage :

Remp(w) =
1

N

N
∑

i=1

L(di;F(xi,w))

qui ne dépend pas de la distribution de probabilitéP (x,d) et peut donc être minimisée en théorie.
Soit alorswemp ce vecteur. Soit aussiw0 le vecteur de poids qui minimise l’erreur réelle. On va
chercher une mesure de la différence entre ces deux erreurs.

En vertu de la loi faible des grands nombres, la moyenne arithmétiqueRemp(w) convergera en
probabilité versR(w) si le nombre d’exemplesN → ∞. On peut donc écrire (voir la figure 3.7) :

Pr

{

sup
w

|R(w) − Remp(w)| > ǫ

}

→ 0 quand N → ∞

Pr

{

sup
w

|R(w) − Remp(w)| > ǫ

}

< α
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ce qui signifie que l’on a simultanément :

R(wemp) − Remp(wemp) < ǫ (3.24)

Remp(w0) − R(w0) < ǫ (3.25)

            ��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

FIG. 3.7 – Illustration des inégalités relatives à la minimisation de l’erreur empirique

Effectuons la somme membre à membre des deux inégalités de 3.24, ce qui donne:

R(wemp) + [Remp(w0) − Remp(wemp)] − R(w0) < 2ǫ

le terme entre crochets est> 0, on peut donc écrire que l’on a, avec la probabilitéα :

R(wemp) − R(w0) < 2ǫ

que l’on peut transformer en :

Pr {R(wemp) − R(w0) > 2ǫ} < α

Cette équation signifie que le risque fonctionnel converge vers le risque empirique pour chaque
estimateurF, mais elle ne garantit pas que ce soit le cas pour tous lesF simultanément. Donc le
fait que le risque empirique converge en probabilité vers le risque fonctionnel quand le nombre de
données tend vers l’infini, ne garantit pas que le minimum du risque empirique converge vers le
minimum du risque fonctionnel (la fonction de régression). Vapnik et Pollard ont dû introduire la
notion de convergence uniforme que nous verrons plus loin.

En résumé, le principe de minimisation du risque empirique peut s’énoncer commesuit :

À la place du risque fonctionnelR(w), construire le risque empirique sur la base des exemples
d’apprentissage(xi,di) :

Remp(w) =
1

N

N
∑

i=1

L(di;F(xi,w))
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Si wemp est le vecteur de poids qui minimiseRemp(w), alorsR(wemp) converge en probabilité
vers la valeur minimale de l’erreur réelleR(w) quand la taille de l’ensemble d’apprentissage
tend vers l’infini pourvu que l’erreur empiriqueRemp(w) converge uniformément vers l’erreur
fonctionnelleR(w). La convergence uniforme étant définie par :

Pr

{

sup
w

|R(w) − Remp(w)| > ǫ

}

→ 0 quand N → ∞

3.3.3 VCdim

La VCdim d’une famille de fonctions{F (x,w);w ∈ W} est le nombre d’exemples qui peuvent
être appris à coup sûr par la machine. Plus précisement, c’est le nombre devecteursx1, x2, · · · , xn

tels que, quelle que soit la partition de ces vecteurs,{F (x,w);w ∈ W} réalise cette partition.

C’est un concept combinatoire qui n’a pas de relation avec la notion géométrique de dimension.
Dans la plupart des applications pratiques elle est difficile à évaluer analytiquement.

C’est une limite qui apparait dans les théories modernes de l’apprentissage car on peut démontrer,
comme on le verra au paragraphe suivant, qu’une valeur finie de la VCdimentraîne la convergence
uniforme.

3.3.4 Taux de convergence uniforme

Nous nous placerons dans le cas de fonctions de sortie binairesd ∈ {0, 1}, car les démonstrations
y sont plus simples que dans le cas réel. Nous poserons :

L(d; F (x,w)) =







0 si F (x,w) = d

1 sinon

Dans ces conditions on noteraP (w) la probabilité moyenne de l’erreur de classificationR(w) et
ν(w) le risque empiriqueRemp(w) (la fréquence des erreurs faites sur l’ensemble d’apprentis-
sage).

Alors, d’après Vapnik [Vap82, Vap92] et la loi des grands nombres,la fréquence empirique d’un
événement converge vers la probabilité de cet événement quand le nombre d’essais augmente.
Donc ; quel que soitw et pour unǫ donné, on a :

Pr {|P (w) − ν(w)| > ǫ} → 0 quand N → ∞ (3.26)

Ce qui n’implique pas que le vecteur de poidsw qui minimiseν(w) minimise aussi la probabilité
de l’erreur de classification.

Pour un ensemble d’apprentissage de tailleN suffisamment grande, Vapnik a pu montrer que l’on
a :

Pr

{

sup
w

|P (w) − ν(w)| > ǫ

}

→ 0 quand N → ∞ (3.27)

On a convergence uniforme de la fréquence des erreurs d’apprentissage vers leurs probabilités
moyennes.

On peut préciser la relation précédente en utilisant la VCdimh du système de classification :

Pr

{

sup
w

|P (w) − ν(w)| > ǫ

}

<

(

2eN

h

)h

exp (− ǫ2N) (3.28)
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On démontre ainsi que sih est fini, le deuxième membre tend vers 0 quand N augmente. Il a été
démontré par ailleurs, voir Sontag 93 par exemple, que les réseaux à couches ayant des fonctions
sigmoïdes ou exponentielles ont une VCdim finie et donc qu’ils sont apprenables.

Posons maintenantα la probabilité d’occurence de l’événementsupw |P (w) − ν(w)| > ǫ, alors
nous aurons, avec la probabilité1 − α et pour tout vecteur de poidsw :

P (w) − ν(w) < ǫ =⇒ P (w) < ν(w) + ǫ

En utilisant 3.28 nous obtenons la borne suivante :

α =

(

2eN

h

)h

exp (− ǫ2N) (3.29)

Soit maintenantǫ0(N, h, α) la valeur particulière deǫ qui satisfait 3.29, alors nous obtenons l’in-
tervalle de confiance suivant :

ǫ0(N, h, α) =

√

h

N

[

ln

(

2N

h
+ 1

)]

−
1

N
lnα (3.30)

La limite décrite dans 3.28 avecǫ = ǫ0(N, h, α) est atteinte pourP (w) = 1/2, le pire cas. Pour
les petites valeurs deP (w) Vapnik propose la relation suivante :

Pr

{

sup
w

|P (w) − ν(w)|
√

P (w)
> ǫ

}

<

(

2eN

h

)h

exp (−
ǫ2N

4
) (3.31)

Il est alors facile de montrer qu’avec la probabilité1 − α on a :

P (w) < ν(w) + ǫ1(N, h, α, ν)

avec :

ǫ1(N, h, α, ν) = 2ǫ20(N, h, α)

(

1 −

√

1 +
ν(w)

ǫ20(N, h, α)

)

(3.32)

Ce nouvel intervalle de confiance dépend de l’erreur d’apprentissage ν(w). Pourν(w) = 0, il se
réduit à :

ǫ1(N, h, α, 0) = ǫ20(N, h, α)

Résumons ce qui précède :
• le taux de convergence uniforme vaut en général :

P (w) < ν(w) + ǫ1(N, h, α, ν(w))

• pour de faibles erreurs d’apprentissage :

P (w) < ν(w) + 4ǫ20(N, h, α)

• pour de fortes erreurs :
P (w) < ν(w) + ǫ0(N, h, α)

3.3.5 A faire, peut être à placer après

Erreur d’approx

erreur d’estimation
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3.3.6 Minimisation de l’erreur structurelle

En Anglais :structural risk minimization . Cette minimisation permet de contrôler la VCdim.

On a vu que l’erreur d’apprentissage est la moyenne des erreurs commises par la machine pen-
dant l’apprentissage et que l’erreur de généralisation est la moyenne des erreurs réalisées sur des
exemples qui n’ont jamais été vus lors de l’apprentissage.

On peut poser que, avec la probabilité1−α, pour un nombre d’exemplesN > h et pour toute fonc-
tion de classificationF (x,w), l’erreur de généralisation est plus petite que le risque garanti défini
comme étant la somme de deux termes antagonistes (Vapnik [Vap92], Guyon etal [GVB+92]) :

νgaranti(w) = νapp(w) + ǫ1(N, h, α, νapp)

où l’intervalle de confianceǫ1 est celui défini par la formule 3.32.

Pour un nombre fixé d’exemple d’apprentissage, l’erreur d’apprentissage décroît lorsqueh aug-
mente alors que l’intervalle de confiance augmente de manière monotone. Ces variations sont
représentées sur la figure 3.8.

erreur d’approximation

E
rr

eu
r

h

erreur garantie

erreur d’estimation

FIG. 3.8 – Illustration du dilemme biais-variance : principe de la minimisation du risque structurel
lorsque la complexité du modèle varie (pour un nombre de données fixé).

Avant que le minimum ne soit atteint, le réseau est sur-déterminé : sa capacité est trop faible
pour apprendre les détails. Après ce minimum la machine est sous-déterminéepour la quantité de
données existante et elle commence à apprendre les idiosyncrasies de la base de données.

Le principe de mimimisation du risque structurel peut donc se résumer comme suit:
• on prend différents réseaux ayanth1 < h2 < · · · < hn,
• on minimise le risque empirique pour chacun et on choisit le réseau possédant le plus petit

minimum,
• pour ce réseau on choisiνgaranti minimum, le meilleur compromis entre les deux termes anta-

gonistes de l’erreur garantie.

3.3.7 Contrôle de la capacité

Le but est de choisir une structure de réseau ayant une VCdim la plus faible possible et une erreur
d’apprentissage la plus faible possible. Au moins trois méthodes permettent d’y arriver (Vapnik,
Guyon) :
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1. faire varier le nombre de neurones cachés,

2. utiliser « weight decay ». L’architecture étant fixée, le contrôle de la capacité se fait en
faisant varier la norme euclidienne dew. La minimisation de l’erreur empirique est effectuée
en minimisant la fonction de coût suivante :

R(w, λk) =
1

N

∑

L(di,F(x,w)) + λk‖w‖2

oùλk joue le rôle de paramètre de régularisation,

3. réduire la dimension de l’espace des entrées. Par exemple en utilisant une analyse en com-
posantes principales.

Il existe beaucoup d’autres procédures. Pour l’instant il suffit de savoir que pour adapter la capacité
d’un réseau de neurones aux données, la méthode de minimisation du risquestructurel est très
puissante et permet de construire le RN.

3.4 Discussion

Dans ce chapitre nous avons vu 4 règles d’apprentissage qui sont utilisées avec succès dans des
RN supervisés ou non : correction d’erreurs, de Hebb, apprentissage compétitif, machine de Boltz-
mann.

Ce chapitre serait incomplet si on ne mentionnait pas les modèles de sélection darwinienne (Reeke
90, Edelman 87) qui supposent, entre autre, l’existence de beaucoup de sous-réseaux dont seule-
ment certains, ceux qui sont proches de la réponse désirée, serontsoumis à la procédure d’appren-
tissage. Il faut aussi souligner la puissance de notions comme le principe de conservation d’un
maximum d’information, qui relèvent de la théorie de l’information (ce sera l’objet d’un prochain
chapitre).

Nous avons introduit la VCdim. Celle-ci est reliée à un autre modèle de l’apprentissage, le PAC
(probably approximatively correct) introduit par Valiant en 1984. Nousverrons cela plus tard.

3.5 Retour à la biologie

On avance souvent que l’existence du cerveau est la preuve qu’il existe des méthodes presque
optimales pour apprendre avec peu d’exemples. C’est vrai que quelquefois notre apprentissage
est très rapide mais cependant fiable. Il suffit de se souvenir comment un enfant est capable de
mémoriser de nouveaux mots après ne les avoir entendu qu’une ou deux fois.

C’est en contradiction apparente avec les processus d’inférences stochastiques et tout ce que nous
avons vu plus haut. Mais si nous supposons qu’à la construction un biaisest introduit dans le cer-
veau alors la condradiction disparaît. Un précâblage de la représentationdes objets autoriserait de
bonnes performances dans les tâches de perception par exemple, ou mêmed’autres tâches cog-
nitives. Le paradigme de l’apprentissage à partir d’unetabula rasa(i.e. apprentissage non biaisé)
peut ne pas jouer un grand rôle en biologie.

On est alors en droit de se poser la question de savoir si les RN artificiels contiennent vraiment les
principes de base de l’anatomie et de la physiologie des cerveaux biologiques. L’excitation dont
je parlais au tout début de ce chapitre serait alors sans objet.

Beaucoup de tâches, si elles peuventthéoriquementêtre apprises, sont en faitpratiquementimpos-
sibles. Des propriétés importantes doivent être pré-cablées, quitte à êtreéventuellement affinées
par la suite grâce à un apprentissage.
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Le problème de l’apprentissage neuromimétique serait donc plutôt de trouver comment « condi-
tionner » le réseau de façon à utiliser certains mécanismes, par exemple de représentation. Identi-
fier ces mécanismes est sans doute plus fondamental que de comprendre l’apprentissageper se.
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