
CHAPITRE 6 Réseaux multicouches

L’apprentissage, c’est-à-dire la capacité d’aquérir de nou-
veaux comportements ou d’en modifier d’anciens par ex-
périence, est une propriété de presque tous les animaux, y
compris ceux que l’on peut difficilement qualifier d’intelli-
gents.

ERIC KANDEL∗

ON appelle apprentissage toute transformation d’un système cognitif ayant pour effet de confé-
rer à ce système une nouvelle disposition (Daniel Andler Paris VII Intellectica)

6.1 Systèmes paramétriques et non paramétriques

Lorsque l’on veut résoudre un problème concernant un certain phénomène, la démarche fréquente
est de faire un modèle du phénomène et de résoudre ensuite le problème grâce à ce modèle. C’est
ce qui est généralement fait en Physique, par exemple lorsque l’on veut étudier la chute d’un corps
particulier. Dans ce cas on modélise le mouvement d’un point pesant dans lechamp de gravitég
en résolvant les équations du mouvement et on obtient un modèle analytique dépendant deg, de
la vitesse initiale etc. qui sont les paramètres du modèle..

Une autre démarche est de chercher une fonction de transfert qui sera construite à partir d’un
certain nombre d’exemples contenant à la fois les conditions initiales et la grandeur que l’on
recherche. Par exemple la vitesse initialev0 (son module et son angle) et le tempst mis par le point
pesant pour atteindre une altitude donnéeh. Si le nombre d’exemples{v0, t,h} est suffisamment
grand, on peut espérer que la fonction réalisée sera capable de fournir une réponse satisfaisante
lorsqu’elle sera appliquée à des données différentes de celles qui ontpermis de la construire. Cette
démarche est non paramétrique et conduit à la réalisation d’approximaeurs universels (FIG. 6.1).

6.2 Un rapide survol avant de commencer

Les réseaux de neurones multicouches sont utilisés pour trouver la meilleure application fonction-
nelle permettant de passer d’un ensemble de données d’entrée à un ensemble de données de sortie.
L’ensemble des couples{entree, sortie} s’appelle l’ensemble des données. C’est en modifiant
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102 Chapitre 6. Réseaux multicouches

Modèle

non paramétrique

paramétrique

Phénomène Problème

Modèle

• les paramètres portent la connaissance a priori
• souvent modèles“analytiques”

• les paramètres sont internes et ne portent aucune

connaissance a priori

• il faut donc que le modèle soit générique

• la connaissance a priori est donc dans la constitution des

variables à observer (entrées et sorties)

• =⇒ approximateurs universels

FIG. 6.1 – Modèles paramétrique et non paramétrique

les poids du réseau que l’application est construite. Mais cette constructiondépend de notre façon
de percevoir ce que veut diremeilleuredans ce contexte. D’un côté, nous voulons que le réseau
approxime les données le mieux possible, mais d’un autre côté, nous voulonsque le réseau soit
capable degénéralisation, c’est-à-dire que la sortie produite par le réseau sur des données incon-
nues soit une sorte d’interpolation effectuée sur les données connues. Nous voyons qu’une bonne
généralisation est un objectif contradictoire avec une bonne régression.

Le problème de l’apprentissage c’est donc la généralisation. Voici une définition : c’est la capacité
à étendre une compétence à des exemples non appris. Une autre définition :« C’est la transforma-
tion d’une présentation partielle en une représentation complète ... c’est un processus d’inférence
déductive » (Daniel Andler)

Pour nous, nous ramènerons un système d’apprentissage au problème suivant : Soit une fonction
φ : X → Y , apprendre ce sera produireφ̂ : X → Y qui estimeφ.

Le cas de l’apprentissage supervisésera celui où on dispose deM couples(xi, φ(xi)). Est-il
alors possible de trouver à tout coup un réseau de neurones pouvantapproximerφ auxM points ?

Arrive alors un problème deComplexité : Combien d’instructions sont nécessaires pour trouver
les poids idéaux d’un réseau de neurones ?

La Généralisation : si on trouve une fonction̂φ qui estimeφ auxM points donnés, qu’en est-il
pour d’autres points∈ X ?

L’apprentissage des poids d’un neurone ou d’un réseau de neurones formels est un problème d’op-
timisation qui consiste à trouver l’ensemble des poids minimisant une certaine fonction de coût.

6.3 Notion de neurone formel

En 1943 McCullogh et Pitts définirent un neurone formel comme étant une fonction de plusieurs
entrées dont la sorties peut prendre les valeurs 0 ou 1. Chaque entréexi est pondérée par un
coefficientwi, qui peut être positif ou négatif (voir Fig. 6.2).

L’opération effectuée par le neurone est la suivante :
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FIG. 6.2 – Un neurone.

s =

{

1 si
∑N

i=1 wixi > θ (θ est un seuil)
0 sinon

(6.1)

En fait on pose plutôt de manière plus compacte :

s = f

(

N
∑

i=0

wixi

)

(6.2)

avecw0 = seuilθ et f = fonction signe.

On appelleentrée totaledu neurone la quantitéa =
∑N

i=0 wixi, c’est la somme pondérée des
entrées. On sous-entend toujours que le seuil est compris dans cette sommepondérée.

La terminologie utilisée “neurone formel” vient de McCullogh et Pitts qui se référaient à la bio-
logie. Si on se réfère à la théorie des automates on parlera plutôt d’automate à seuil, en recon-
naissance des formes on parle declassifieur linéaire, si l’on est physicien on parlera despin, et
dans certains ouvrages on parlera d’élément linéaire à seuil. Nous appellerons souvent le neurone
formel :neurone, celluleou encoreunité.

6.4 Propriétés d’un neurone

La propriété essentielle d’un neurone formel de McCulloch et Pitts est d’être un séparateur li-
néaire, c’est-à-dire qu’il réalise une partition de l’espace des entréesen deux sous-espaces telle
que les réponses qu’il donne pour deux vecteurs d’entrée appartenant à ces deux sous-espaces
soient opposées. La séparatrice a donc pour équationa = 0.

Prenons comme exemple une fonction booléenne à deux variablese1 et e2, le ET logique en
l’occurence (Fig 6.3).

On recherche les coefficientsw0, w1, w2 tels que le point (1,1) du plan soit d’un côté de la sépara-
trice. Une solution évidente est :w0 = 1.5, w1 = 1, w2 = 1.

Si on voulait faire la fonction logiqueOU, il faudrait prendrew0 = 0.5, w1 = 1, w2 = 1.
pour que le point (0,0) soit d’un côté de la séparatrice.

Voyons maintenant ce qui se passe si on veut faire unXOR ouOU exclusif (voir Fig. 6.4).

On voit que ce n’est pas possible. C’est pourquoi on dit souvent que les fonctions calculables par
un neurone sont des fonctions linéairement séparables.
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104 Chapitre 6. Réseaux multicouches

W
1 x E1 + W

2 x E2 + W
0 = 0
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FIG. 6.3 – Un neurone est un séparateur linéaire
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FIG. 6.4 – Un neurone peut-il réaliser leOU exclusif ?

6.5 Le Perceptron

Le Perceptron est une machine inventée par Rosenblatt en 1957. On a pensé pendant quelques
temps qu’il s’agissait d’une machine à calculer universelle. Il se présente sous la forme de 4
éléments (Fig. 6.5) :

une rétine constituée d’un ensemble de capteurs binaires. Un “image” y apparaît composée de
points noirs ou blancs.

des cellules d’associationqui sont des prédicats prenant des valeurs binaires, réalisant des extrac-
tions de primitives sur des sous-ensembles de la rétine. Ces prédicats réalisent des fonctions
booléennes quelconques et leurs valeurs de véritéφi sont aussi binaires.

une couche de poidsmodifiables pondérant lesφi précédents,

au moins une cellule de décisionqui est un élément linéaire à seuil, c’est-à-dire un neurone for-
mel.

Lorsqu’il n’y a qu’une cellule de décision on parle de perceptron simple.
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FIG. 6.5 – Tiré de minsky :1969 :book

6.5.1 Le talon d’Achille du Perceptron

En 1969, Minsky et Papert dans un livre célèbre [MP69], car il mis à malla cybernétique et
les systèmes à apprentissage, démontrèrent que les Perceptrons ne pouvaient résoudre certaines
classes de problèmes et n’étaient donc pas des machines à calculer universelles. Ils démontrèrent
en particulier que :

Théorème : le prédicat de connexité n’est pas calculable par un Perceptron de diamètre limité.

Nous allons “démontrer” intuitivement ce théorème et pour cela nous avonsbesoin de quelques
définitions :

Connexité : une image d’entrée est connexe si elle est en un seul morceau

Perceptron de diamètre D : chaque prédicat prend ses valeurs sur un disque de diamètre D.

On cherche donc à construire un Perceptron qui répond+1 si l’image d’entrée est connexe et 0
sinon.

Soit alors les quatre images représentées sur la figure 6.6. On veut que lasortie du Perceptron

b

Image 1 Image 2

Image 3 Image 4

Si la cellule de

gauche voit :

Si la cellule de

droite voit :

a

FIG. 6.6 – Problème : trouver un Perceptron de diamètre limité donnant 1 en sortie sur les images
3 et 4, et 0 sur les images 1 et 2

soit 1 sur les images connexes (2 et 3) et 0 sur les images 1 et 4. Le Perceptron aura deux cellules
d’association, une première examinant le côté gauche de la figure et une seconde examinant le
côté droit.

Chaque prédicat travaillera donc sur un demi espace, situé à gauche ouà droite par rapport au
centre de la figure.
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106 Chapitre 6. Réseaux multicouches

Posons que, selon ce que voit la cellule d’association de gauche (cf. Fig. 6.6), sa sortie vauta ou
ā et que de manière similaire, la sortie de la cellule d’association de droite vaut soit b soit b̄.

Le perceptron doit donc réaliser la table de vérité suivante :

# figure Gauche Droite Désiré

1 a b 0
2 a b̄ 1
3 ā b 1
4 ā b̄ 0

Si maintenant on remplacea et b par 1 et̄a et b̄ par 0 on obtient la table de vérité suivante :

# figure Gauche Droite Désiré

1 1 1 0
2 1 0 1
3 0 1 1
4 0 0 0

C’est celle duOU exclusif !

Le XOR n’étant pas linéairement séparable, il ne peut donc pas être réalisé parun Perceptron.

6.6 Apprentissage des poids d’un neurone formel

Nous allons faire ici une présentation intuitive et informelle dont le but est de montrer comment
se passe un apprentissage supervisé par essai et erreur où la mesure de l’erreur commise lors d’une
itération permet de minimiser l’erreur commise à l’itération suivante.

Soit donc un ensemble deM “motifs” ou vecteurs d’entrée{f1, . . . , fM} où chacun des motifs
appartient soit à une classe notéeǫ+ soit à une autre classeǫ−. On cherche à trouver les poidsw
du neurone formel tels que le neurone réponde+1 lorsque le motif présenté∈ ǫ+ et−1 lorsque le
motif présenté∈ ǫ−.

On procédera de manière itérative : durant la session d’apprentissage, l’ensemble des motifs sera
présenté et à chaque présentation d’un motif, le vecteur de poids sera modifié. L’opération sera
répétée autant de fois que nécessaire jusqu’à l’obtention d’un résultatsatisfaisant.

Soit l’ensemble d’apprentissageA = {(x1, d1), . . . , (x
M , dM )}, où lesM données d’entrées

x
1, . . . ,xM sont des vecteurs de dimensionN et où les sorties désirées sont (pour simplifier) des

nombres réelsd1, . . . , dM .

4 cas sont alors possibles :

bon →

{

dm = +1 et sm = +1
dm = −1 et sm = −1

faux →

{

dm = +1 et sm = −1
dm = −1 et sm = +1

Tant que la sortie réelle est égale à la sortie désirée, on ne fait rien. S’il ya une erreur on modifie
chacun des poids de façon à ce que l’entréee totale se rapproche de la sortie désirée. Par exemple
si

dm = +1 et sm = −1
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6.7. Minimisation d’une fonction de coût 107

il faut augmenter (un peu) les poids positifs qui correspondent aux entrées positives ainsi que les
poids négatifs qui correspondent aux entrées négatives.

De manière générale on voit qu’il faut que :

wt+1
i ← wt

i + λ(d − s)ei (6.3)

c’est ce qu’on appellela règle du Perceptron.

6.6.1 Limitations

Cette règle ne fonctionne que pour des problèmes linéairement séparables.

6.6.2 Perspectives

Néanmoins, on sait que toute proposition logique peut se mettre sous la forme de conjonctions de
disjonctions (desOU deET) et on a vu qu’un neurone peut réaliser unOU et unET. Pourquoi ne
pas faire un réseau de neurones avec une couche deET suivi d’une couche deOU ?

Regardons la figure 6.7. Toutes les entrées, et tous les poids participentà l’erreur commise sur

1X 1X

2

Entrées
Cachées

Sorties

X

X

12

N

S

S

FIG. 6.7 – principe d’un réseau multi-couches

un neurone de sortie et on ne sait par conséquent pas quelles sorties désirées assigner aux cellules
cachées. C’est ce qu’on appelle en anglais lecredit assignment problèmequ’on peut traduire par
problème du bouc émissaire.

6.7 Minimisation d’une fonction de coût

L’approche intuitive que nous venons de voir ne permet pas de résoudre ce problème du bouc
émissaire. Il nous faut formaliser le problème, ce que nous ferons en introduisant la notion de
fonction de coût. Trouver les poids qui minimisent cette fonction de coût devient alors un problème
d’optimisation.

La solution du problème comporte donc deux étapes : une recherche de la bonne fonction de coût
puis une procédure de minimisation de cette fonction.

6.7.1 exemples de fonction de coût

• nombre d’exemples mal classés :

c© Daniel Collobert 2 décembre 2003



108 Chapitre 6. Réseaux multicouches

◦ C(W ) =
∑

m(dm − sm)
◦ Cette fonction est bien minimale quand tous les exemplesm sont bien classés. Cependant

elle n’a pas les bonnes propriétés : elle n’est pas continue, pas dérivable.
• Perceptron
◦ C(W ) =

∑

m(sm − dm)am

◦ = 0 si pas d’erreur,
◦ elle est toujours positive,
◦ continue, dérivable par morceaux

• moindre carrés
◦ C(W ) =

∑

m(dm − am)2

◦ elle possède de bonnes propriétés.

6.7.2 procédure de minimisation

La fonction de coût des moindres carrés, si elle dépendait d’un seul paramètrew, pourrait se
représenter comme la fonction dessinée sur la figure XX. Une idée naturelleest d’en calculer

Grad(C)

C(W)

W

FIG. 6.8 – principe

son gradient et de modifier le paramètrew dans le sens opposé au gradient. L’algorithme peut se
décrire de la façon suivante :

• on part d’unW 0

• on calcule itérativement :
◦ W t+1 = W t − λ(t) · Grad{C[W (t)]}

oùλ est un pas d’itération “petit”

Nous verrons un peu plus loin comment calculer effectivement le gradient.

6.8 Bref historique

En utilisant la descente de gradient les chercheurs se rendirent compte que des réseaux de neurones
à deux couches de poids étaient capables de résoudre de nombreux problèmes difficiles.

La question se posait alors de savoir s’il existait des raisons fondamentales expliquant les perfor-
mances de ces réseaux.
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En 1988, Gallant et White [GW88] montrèrent qu’un réseau de neurones particulier, à une seule
couche de poids et avec une fonction de transfert en cosinus (la partiemonotone croissante :
Ψ(x) = (1 + cos[x + 3π/2])) était capable de donner la série de Fourier d’une fonction. Un tel
réseau possède donc toutes les propriétés d’approximation des séries de Fourier. En particulier
celle d’approximer, à la précision que l’on veut, toute fonction de carré sommable sur un compact
en utilisant un nombre fini de neurones cachés.

En 1989, Hornik [HSW89] démontra rigoureusement qu’un réseau de neurones multicouche avec
une seule couche cachée de neurones utilisant n’importe quelle fonction de transfert pouvait ap-
proximer toute fonction mesurable (au sens de Borel) d’un espace de dimension finie à un autre,
d’aussi près que l’on voulait, pourvu qu’il y ait suffisamment de neurones cachés. En ce sens les
réseaux multicouches sont une classe d’approximateurs universels.

Les fonctions qui ne sont pas mesurables au sens de Borel existent maissont pathologiques. Donc,
à chaque fois qu’un réseau de neurones ne fonctionne pas comme il estprévu sur une application,
il faut incriminer soit l’apprentissage, soit le nombre de neurones cachés, soit enfin le fait qu’il
peut ne pas exister de relation déterministe entre les entrées et les sorties désirées.

6.9 Réseaux de neurones : complexité

• Résultat de Judd [Jud87]

Étant donnés un réseau de neurones artificiels arbitraireR et une tâche arbitraire
T devant être résolue parR, le problème consistant à décider si dans l’espace de
tous les paramètres deR (ses poids, sa structure) il existe une solution qui résout
adéquatementT , est équivalent au problème de satisfiabilité, et est doncNP-complet.
Ainsi, la recherche d’une telle solution (c’est-à-dire l’apprentissage) est NP-ardue
(NP-ardueveut dire que le problème est au moins aussi difficile qu’un problème
NP-complet).

6.10 NOTES

*************************************************** **************************
• Capacité d’un système d’apprentissage Vapnik :1982⇐⇒ nombre de couples(xi, φ(xi)) pou-

vant être appris à tout coup par le système.

Capacité petite Grande capacitéCapacité moyenne

FIG. 6.9 – Apprentissage

*********************************** Problème de la généralis ation

• SoitA l’ensemble des exemples d’apprentissagexi, etD(·, ·) une mesure de distance,
• erreur d’apprentissage=

∑

xi∈A

D(φ(xi), φ̂(xi))
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110 Chapitre 6. Réseaux multicouches

• erreur de généralisation=
∑

xi 6∈A

D(φ(xi), φ̂(xi))

Capacité petite Capacité moyenne Grande capacité

exemple d’apprentissage
exemple de généralisation

FIG. 6.10 – Généralisation

*************************************************** **************************

6.11 Régression linéaire

Considérons un ensemble d’apprentissageA = {(x1, d1), . . . , (x
M , dM )}, où lesM données

d’entréesx1, . . . ,xM sont des vecteurs de dimensionN et où les sorties désirées sont (pour sim-
plifier) des nombres réelsd1, . . . , dM .

Cherchons à contruire le neurone (voir Fig. 6.11) dont les poidsw0, . . . , wN sont tels que :

dm = sm + ǫm = w0 + w1x
m
1 + w2x

m
2 + · · · + wNxm

N + ǫm (6.4)

i
1 w1

wj

x

+1

x i

x i

j

n

si

wn

w0

FIG. 6.11 – Régression linéaire multiple avec un neurone linéaire

Le problème de trouver les poids optimaux est connu en statistique sous le nomde régression
linéaire multiple. Ici, les poids doivent minimiser l’erreur totale quadratique

∑M
m=1 ǫ2m.

Ce problème peut être résolu par des méthodes algébriques de la manière suivante :

SoitX la matriceM × (N + 1) suivante :

X =











1 x1
1 · · · x1

N

1 x2
1 · · · x2

N
...

...
. ..

...
1 xM

1 · · · xM
N











(6.5)

et soientd, w et ǫ les vecteurs colonnes :
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d =











d1

d2
...

dM











w =











w0

w1
...

wN











ǫ =











ǫ1
ǫ2
...

ǫM











(6.6)

Le vecteurw doit satisfaire l’équationd = Xw + ǫ sous la contrainte que la norme deǫ soit
minimisée. Puisque :

‖ǫ‖2 = (d − Xw)t(d − Xw) (6.7)

le minimum de la norme peut être trouvé en calculant la dérivée de cette expression par rapport à
w et en la posant égale à 0 :

∂

∂w
(d − Xw)t(d − Xw) = −2Xt

d + 2Xt
Xw = 0 (6.8)

On a doncXt
Xw = X

t
d. Si la matriceXt

X est inversible, alors la solution du problème est
donnée par :

w = (Xt
X)−1

X
t
d (6.9)

6.12 Unités non linéaires

Le calcul ne peut plus être aussi direct et on aura recours à des techniques itératives de descente
de gradient par exemple. Mais nous verrons cela plus loin.

Pour l’instant nous allons nous intéresser à une forme de régression non linéaire utilisée depuis de
nombreuses années en biologie ou en économie. Il s’agit de larégression logistique.

Soit une unité non linéaire (munie d’une sigmoïde), on cherche le vecteurw àN composantes qui
minimise l’erreur quadratique :

E =
M
∑

m=1

(dm − s(w · xm))2 (6.10)

oùs est maintenant la fonction sigmoïde telle que celle-ci par exemple :

s =
1

1 + exp−
PN

n=1
wn.xn

. (6.11)

Nous verons donc plus loin comment la back-prop résout le problème, mais nous pouvons d’ores
et déjà trouver une solution approximative par des techniques de régression linéaire en inversant
la sigmoïde et en minimisant la nouvelle erreur :

E′ =
M
∑

m=1

(s−1(dm) − w · xm)2 (6.12)

Lesdm étant connus cette inversion peut se faire facilement si bien que l’on peut utiliser toutes les
techniques de régression linéaires pour résoudre :

s−1(dm) =
N

∑

n=1

wnxm
n = ln

(

dm

1 − dm

)

, pourm = 1, . . . , M (6.13)
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112 Chapitre 6. Réseaux multicouches

ce qui est bien l’équation de référence de la régression logistique (quel’on appelle couramment la
transformation Logit). Les valeurs dew qui minimisent cette expression sont estimées classique-
ment par des méthodes numériques de maximisation de la vraisemblance.

Mais la précision n’est pas des meilleures du fait du logarithme. La back-prop, qui résoud le
problème dans l’espace de départ, est plus précise.

*************************************************** **************************

6.13 Méthode historique : première version

- 1
 iSEUIL

Wi1

S1

S2

Sj

SN

Si

Wij

L’entrée totale et la sortie du
neurone i valent respective-
ment :
ai =

∑N
j=0 Wijsj

si = f(ai)
(Notez l’ordre des indices).

FIG. 6.12 – Un neurone effectue une transformation non linéaire,f , de la somme pondérée des
signaux arrivant sur ses entrées.f peut être la fonction Signe, de Heaviside ou une sigmoïde.

Un réseau apprend en résolvant plusieurs fois un même problème, par approximations succes-
sives, en minimisant l’erreur à chaque itération. La fonction d’erreur, ou fonction de coût, la plus
communément utilisée est la somme du carré des erreurs des unités de sortie :

C =
1

2

∑

i∈sortie

(si − di)
2 (6.14)

oùdi est la sortie désirée de la cellulei. Il s’agit de l’erreur faite par le réseau lors de la présentation
d’un seul motif.

La sortie effective estsi = f(ai), où f est une fonction sigmoïde ; par exemple :

f(x) =
1

1 + exp−x
(6.15)

Pour minimiser l’erreur il faut prendre la dérivée de l’erreur par rapport auxwij , le poids de la
connexion allant de l’unitéj vers l’unitéi. Nous aurons donc à calculer :

∂C

∂wij
=

∂C

∂ai
·

∂ai

∂wij
= sj ·

∂C

∂ai
= sj · Yi (6.16)

L’expression deYi pour les cellules de sortie est donnée par :

Yi = (si − di) · f
′(ai) (6.17)

et pour les cellules cachées :

Yi =
∑

k

∂C

∂ak

·
∂ak

∂sj
·
∂sj

∂ai
= f ′(ai) ·

∑

k

Yk · wki (6.18)
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Remarque : avec l’expression def donnée plus haut nous avons :f ′ = f · (1 − f).

Comme vous pouvez le voir, il est facile de calculer l’erreur pour les liens qui vont vers les unités
de sortie. Mais pour les unités cachées le gradient partielY dépend de toutes les unités situées
dans la couche après elles (La somme selonk est effectuée sur les unités situées dans la couche
supérieure). On voit que la valeur deY doit être rétro-propagée au travers du réseau pour calculer
toutes les dérivées ; d’où le nom donné à la procédure :rétro-propagation du gradient.

On a donc :

wt+1
ij ← wt

ij − λ · ∂C
∂wIj

wt+1
ij ← wt

ij − λ · sj · Yi

(6.19)

6.14 Méthode historique : deuxième version

6.15 Méthode du Lagrangien

6.16 Amélioration : autre fonction de coût

6.17 Amélioration : ajout d’un terme d’inertie

Discussion sur la liste de diffusionconnectionists@cs.cmu.edu du 17 mars 1999 :

> I show that in the limit of continuous time, the momentum
parameter
> is analogous to the mass of Newtonian particles that move
through a
> viscous medium in a conservative force field.

At the risk of sounding like Jim Bower, I would like to opint
out that
mechanical model was the original motivation for the momentum
method.

Geoff Hinton

6.18 Méthode de Gauss-Newton

6.19 Méthode de Levenberg-Marquard

6.20 Amélioration : pentes optimisées

Les neurones effectuent “en quelque sorte" une séparation linéaire de l’espace d’entrée, mais cette
séparation n’est pas brutale, d’où les guillemets. En effet il existe par construction une zone de
transition où la cellule n’est ni à +1, ni à -1. La dimension caractéristique decette zone (par
exemple celle comprise entre -90% et +90% de l’excursion de la sigmoïde) dépend de la pente
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90%

séparatrice

Zone A

Zone B

sigmoide

-90%

FIG. 6.13 – Position du problème

à l’origine de la fonction d’activation (voir figure 6.14). Lorsque les zones que l’on cherche à
séparer sont proches l’une de l’autre, elles vont se trouver en partiedans cette zone de transition.
Il existe donc pour chaque neurone effectuant une séparation linéaire, une pente optimale de la
fonction d’activation. Il est exclu de la fixera priori puisque cela reviendrait à avoir résolu le
problème. Mais il est possible, ainsi que nous allons le voir, de trouver la pente optimale au cours
de l’apprentissage en même temps que l’on trouve les poids optimaux.

Supposons que la fonction de coût dépende d’un poidswij et d’une pentepi et qu’elle ait une forme
quadratique (parabolique) (voir figure 6.14). La différentielle totale de cette fonction s’écrira :

W

C

P

FIG. 6.14 – principe

dCi =
∂Ci

∂wij
dwij +

∂Ci

∂pi
dpi (6.20)
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Nous avons donc deux quantités à calculer :∂Ci

∂wij
et ∂Ci

∂pi
, qu’il faudra exprimer pour les cellules de

sortie et les cellules cachées.

Afin d’obtenir les expressions de ces deux gradients nous poserons un coût quadratique et une
fonction d’activation de la formef(·) = th(·) avec :

ai =
∑

j

wijsj

si = th(piai) = th(pi

∑

j

wijsj)

C =
1

2

∑

i

(si − di)
2

Pour le premier gradient, dépendant des poids, nous procéderons comme d’habitude mais en fai-
sant apparaître les pentespi :

∂C

∂wij
=

∂C

∂piai
·
∂piai

∂wij
=

∂C

∂piai
pisj = Yi · pisj (6.21)

Le gradient partielYi pour les cellules de sortie s’écrit :

Yi =
∂C

∂piai

=
∂C

∂si
·

∂si

∂piai

= (si − di)f
′(piai) (6.22)

Pour les cellules cachées, nous aurons :

Yi =
∂C

∂piai

=
∑

k

∂C

∂pkak

·
∂pkak

∂si
·

∂si

∂piai

=
∑

k

Yk · pkwki · f
′(piai)

= f ′(piai)
∑

k

Ykpkwki (6.23)

Pour le deuxième gradient, dépendant des pentes, nous devons calculer :

∂C

∂pi
=

∂C

∂piai
·
∂piai

∂pi
=

∂C

∂piai
ai (6.24)

Pour les cellules de sortie nous aurons alors :

∂C

∂piai
=

∂C

∂si
·

∂si

∂piai

= (si − di)f
′(piai) = Yi comme çi-dessus (6.25)
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De la même façon, pour les cellules cachées, nous aurons :

∂C

∂piai
= f ′(piai)

∑

k

Ykpkwki comme çi-dessus (6.26)

En résumé, si nous procédons de manière itérative en calculant les gradients à chaque itération
nous aurons :

wt+1 ← wt + λw∆wt (6.27)

pt+1 ← pt + λp∆pt (6.28)

avec, pour les sorties

{

∆wij = (di − si) · f
′(piai) · pi · sj = Yi · pi · sj

∆pi = Yi · ai
(6.29)

et, pour les cachées

{

∆wij = f ′(piai) · pi · sj ·
∑

k Ykpkwki

∆pi = f ′(piai) · ai ·
∑

k Ykpkwki
(6.30)

6.21 Relations entre pente et pas

Si nous utilisons une sigmoïde dont la pente à l’origine estβ :

f(x) =
1

1 + exp−βx
= f̃(βx) (6.31)

Soient alors deux réseaux. Le premier est défini par ses poidsw, par ai,l l’entrée totale d’un
neuronei de la couchel, parf(a) la fonction de transfert d’un neurone et par le pasλ. Le second
est défini parw̃, ãi,l, f̃(ã), λ̃.

Nous allons rechercher dans quelles conditions deux réseaux fonctionneront de la même façon
[TMF96].

Une condition suffisante est que pour tous les neurones on ait :

f(ai,l) = f̃(ãi,l)

soit : f̃(βai,l) = f̃(ãi,l)
donc : βai,l = ãi,l

β · wi,l · fl−1 = w̃i,l · f̃l−1

(6.32)

donc :
β · wi,l = w̃i,l (6.33)

L’équation 6.33 signifie que l’accroissement des poids dans chaque réseau est le même à chaque
itération. On a donc :

∆w̃i,l = β∆wi,l (6.34)

En tenant compte des équations 6.19 nous avons donc :

λ̃.f̃ .Ỹi = β.λ.f.Yi

puisque : Yi = β.Ỹi

on a donc : λ̃ = β2.λ

(6.35)

En conclusion, passer d’une fonction d’activation de gain 1 à une fonction d’activation de gainβ
revient à multiplier tous les poids parβ et à multiplier le pas d’apprentissage parβ2.
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6.22. Régularisation : weight elimination 117

6.22 Régularisation : weight elimination

Trop de poids permettent au réseau de coder les idiosyncrasies de la base de données d’apprentis-
sage (le bruit en quelque sorte) conduisant à une mauvaise généralisation. Si un poids ne sert pas il
peut prendre au cours de l’apprentissage n’importe quelle valeur et enparticulier des valeurs éle-
vées, seulement pour améliorer la performance globale sur des détails nonsignificatifs de la base.
Ce problème desur-apprentissagese rencontre aussi dans d’autres problèmes d’inférence déduc-
tive comme l’ajustement de courbes par des polynômes. Il existe de nombreuses méthodes pour
circonvenir ce problème, mais nous ne nous occuperons ici que de cellesrelatives à la grandeur
des poids.

Il est alors intéressant de trouver une procédure qui le ramènera à une valeur faible ce qui devrait
améliorer la généralisation. L’idée sous-jacente est que, si plusieurs réseaux différents donnent les
mêmes performances sur les données, le meilleur est celui qui est le plus simple. Il s’agit donc
d’un avatar du rasoir d’Occam.

On peut en effet voir cette diminution de la valeur des poids comme la solution à unproblème de
complexité. On sait en effet (voir par exemple [Cas89]) que la complexité d’un algorithme peut se
mesurer par la longueur de sa description minimale dans un certain langage. On peut le formaliser
par un critère de « longueur minimale de description » issu de la théorie de l’information [Ris87].

Le modèle le plus probable est donc celui qui minimise : la longueur de description totale =
la longueur de description des données, étant donné le modèle + la longueur de description du
modèle.

Le risque global que l’on cherchera à minimiser comportera alors deux termes, un premier relatif
à l’erreur d’approximation faite et mesurant la performance (fonction decoût habituelle) et un
deuxième relatif à la description du modèle.

Le coût dû au modèle sera grossièrement proportionnel au nombre de poids multiplié par le nombre
de bits utilisés pour décrire chacun de ces poids.

Interprétation de la régularisation en termes probabilistes

SoitM le modèle (en fait l’ensemble des paramètres qui caractérisent le modèle) etD les données.
Ce que l’on cherche, c’est optimiser le modèle pour les données disponibles. Il est donc naturel
d’essayer de maximiserPr(M|D). Or d’après le théorème de Bayes on a :

Pr(M|D) = Pr(D|M) · Pr(M)/ Pr(D) (6.36)

Dans cette équation :
• Pr(M|D) est la probabilité a posteriori du modèle ou encore la vraisemblance des données,
• Pr(D|M) est la vraisemblance du modèle,
• Pr(M) est la probabilité a priori du modèle,
• Pr(D) est la probabilité a priori des données.
Maximiser la probabilité du modèle pour un jeu de données particulier revient àminimiser l’ex-
pression suivante (on passe enlog et on multiplie par -1) :

− log(Pr(M|D)) = − log(Pr(D|M)) − log(Pr(M)) + Cste (6.37)

En identifiant avec la longueur de description totale on voit que :
• − log(Pr(D|M)), la log-vraisemblance du modèle, est l’erreur de reconstruction
• − log(Pr(M)), le log de la probabilité a priori du modèle, est le coût de complexité.
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(Notons que−log2(Pr(E)) est, par définition la quantité d’information associée à la réalisation
de l’événementE (voir l’annexe sur la théorie de l’information), mesurée en bit (sinon il s’agit de
Neper ou de Hartley)).

On va donc choisir une probabilité a priori des poids qui forcera ceux-ci à se trouver au voisi-
nage de 0 tout en autorisant cependant l’existence de poids de forte valeur. [WHR92] propose la
distribution suivante :

Pr(M) ∝

[

exp

(

−
w2

i /w2
0

1 + w2
i /w2

0

)]λ

(6.38)

oùw0 est un paramètre à ajuster.

Le risque qu’il faut alors minimiser est :

∑

motifs k
(desirk − sortiek)

2 + λ
∑

i

w2
i /w2

0

1 + w2
i /w2

0

(6.39)

Le second terme mesure la taille du réseau ; la somme s’étend à tous les poids du réseau sauf
les poids de biais (en effet ces derniers mesurent la distance à l’origine de la droite séparatrice
que réalise un neurone, et ils doivent être aussi grands que nécessaire).λ représente l’importance
relative du terme de complexité par rapport au terme de performance.

Sur la figure 6.15-a nous avons représenté comment varie ce terme de complexité lorsquew varie
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FIG. 6.15 – Variation du coût du module d’un poids (et de sa dérivée) (a) etvariation de la proba-
bilité a priori d’un poids (b)

(en unitéw0). Lorsquew est nul, le coût correspondant est nul. Lorsque|w| est grand, le coût
correspondant vaut 1, le terme de complexité compte ainsi le nombre de poidsnon nuls, ce qui est
bien ce que nous recherchons.

Sur la figure 6.15-b, nous avons représenté la probabilité a priori du modèle pour différentes va-
leurs deλ, la normalisation de la probabilité étant réalisée en prenant pour borne de|w| la valeur
4w0. Pour les faibles valeurs deλ, on remarque que tout se passe comme si les poids étaient ti-
rés de 2 distributions : une distribution plutôt plate d’où devraient être tirés les poids qui servent
à quelque chose et une distibution piquée autour de 0 d’où devraient êtretirés les poids qui ne
servent à rien.
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Si nous approximons le pic de distribution autour de 0 par une gaussienne,nous obtenons :

lim
w→0

exp

(

−λ
w2

i /w2
0

1 + w2
i /w2

0

)

= exp

(

−
w2

i

w2
0/λ

)

(6.40)

La variance de cette gaussienne est doncσ2 = w2
0/(2λ), ce qui signifie que le paramètreλ, qu’on

aurait pu penser n’être là que pour peser le terme de complexité, a une influence plus subtile :
la variance du bruit lui est inversement proportionnelle. Plusλ est grand, plus un poids doit être
proche de 0 pour qu’il ait une probabilité raisonnable de faire partie de ladistribution de bruit. De
plus, plusλ est grand, plus les poids seront tous petits.

Pour clarifier la signification dew0 [WRH91] proposent de considérer un neurone relié - de ma-
nière redondante - à la même source. Est-il plus économique d’avoir deux poids petits ou un poids
grand et un poids petit ? La réponse est très intéressante et est illustréesur la figure 6.16 où l’on

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2
Coût de complexité

alpha = w
1
 / S    (S = w

1
 + w

2
)

S = 0.8

S = 1.0

S = 1.2

S = 1.4

S = 1.6
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FIG. 6.16 – Variation du coût de complexité pour un neurone connecté à la même source par deux
poidsw1 etw2

voit que cela dépend de la somme des poidsS = w1 + w2. Pour des valeurs deS/w0 allant jus-
qu’à 1.1, il n’existe qu’un minimum àα = w1/S = 0.5, ce qui signifie que les deux poids ont des
valeurs égales. LorsqueS/w0 augmente, la symétrie est brisée et il est moins coûteux d’avoir un
poids≈ S et l’autre≈ nul

Choisir un grandw0 conduit à beaucoup de petits poids, choisir un faiblew0 permet à quelques
poids de rester grand. Une valeur dew0 de l’ordre de 1 est expérimentalement une bonne valeur
lorsque les activations des neurones sont de l’ordre de 1.
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Implémentation

Dans son esprit la procédure d’élimination des poids proposé par Weigendet allest simple, mais en
pratique elle est très sensible au choix deλ. Siλ est trop petit, elle n’aura aucun effet et siλ est trop
grand, tous les poids seront tirés vers 0. De plus, une valeur deλ bonne pour un problème donné
ne le sera plus pour un autre problème. Pire encore, pour un problème donné, l’apprentissage peut
être difficile dans une région (au début par exemple) et nécessiter une valeur faible deλ, et plus
facile ensuite (et nécessiter une plus grande valeur).

La procédure s’appliquera à tous les poids sauf les biais.

On part deλ = 0, le réseau peut donc utiliser toutes ses ressources et on modifieλ après chaque
époque en se basant sur l’erreurEt obtenu à la fin de l’époquet (Et est la partie “mesure de
performance” de la fonction de coût globale).Et peut augmenter ou diminuer puisque la descente
de gradient minimise la somme des deux termes de la fonction de coût.

On compareEt à trois termes :

• Et−1, l’erreur à l’époque précédente,
• At, l’erreur moyenne pondérée et définie parAt = γAt−1 + (1 − γ)Et, avecγ voisin de 1,
• D, un critère, une erreur désirée imposée. Elle pose problème car il est nécessaire de l’estimer en

mesurant l’erreur obtenue sur l’ensemble de test, juste avant que la sur-estimation se produise,
et en posantD inférieur à cette erreur.

Après chaque époque, on évalue siEt est au-dessus ou au-dessous de chacune de ces quantités, ce
qui donne 8 possibilités.

1. (Et < Et−1) et (Et < At) et (Et < D)

2. (Et < Et−1) et (Et < At) et (Et > D)

3. (Et < Et−1) et (Et > At) et (Et < D)

4. (Et < Et−1) et (Et > At) et (Et > D)

5. (Et > Et−1) et (Et < At) et (Et < D)

6. (Et > Et−1) et (Et < At) et (Et > D)

7. (Et > Et−1) et (Et > At) et (Et < D)

8. (Et > Et−1) et (Et > At) et (Et > D)

3 actions sont alors possibles :

• λ ← λ + ∆λ
On augmente légèrementλ dans les 6 cas (1,2,3,4,5,7) où tout se passe bien : l’erreur est plus
petite que le critère (Et < D) ou elle décroit (Et < Et−1). Augmenterλ signifie attacher plus
d’importance au terme de complexité et rend la gaussienne plus pointue. La valeur initiale de
∆λ est petite, de l’ordre de10−6.

• λ ← λ − ∆λ
Dans les deux cas restants l’erreur a augmenté et elle est plus grande que le critère. Lorsqu’elle
reste plus faible que l’erreur moyenne (Et < At, cas 6) on diminue un peuλ.

• λ ← 0.9λ
Mais si elle est plus grande que la valeur moyenne (Et > At, cas 8), alors on la diminue
fortement.
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6.23 Régularisation : weight decay

La procédure de weight decay proposé par Hinton et Le Cun en 1987 consiste à poser un coût de
complexité∝ w2

i . Dans la communauté statistique cela s’appelleridge regression2, il s’agit d’un
cas particulier de la méthode proposée par Weigend, celui oùw0 est grand et où donc on se place
dans la partie gauche de la figure 6.15-a.

6.24 A propos des données

Partant de l’observation qu’un prédicteur ou un classifieur donné fera des erreurs sur certaines
parties de l’espace d’entrée et qu’un autre prédicteur ou classifieur fera des erreurs sur d’autres
parties, il est naturel de combiner les résultats de chacun pour obtenir une classification ou une
prédiction qui, en moyenne par exemple, sera meilleure (FIG. 6.17). La décision collective doit
être meilleure que chacune des décisions individuelles.

Si la sortie désirée est numérique (régression), la combinaison peut simplement consister à prendre
la moyenne de toutes les sorties. Si la sortie désirée est un label (classification), un mécanisme
de vote majoritaire donnera le résultat souhaité. Notons qu’il est auusi possible d’utiliser une
combinaison pondérée des sorties de chacun des réseaux.

class. 1 class. K

sortie de l’ensemble

combinaison

données

données 1 données k

class. k

données K

FIG. 6.17 – Architecture de principe d’un ensemble deK classifieurs

Hansen et Salamon [HS90] ont montré que si les classifieurs sont indépendants et si chacun donne
la réponse correcte plus de 50 % du temps, alors l’erreur réalisée par l’ensemble tend vers zéro
quand le nombre de classifieurs tend vers l’infini.

2Paraît-il. Qui peut me dire à quoi cela correspond ?
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Krogh et Vedelsby [KV95] ont de plus montré que l’erreur réalisée parun ensemble se décompose
en deux termes, le premier mesurant l’erreur de généralisation moyenne dechacun des classifieurs
et le second mesurant le désaccord entre les classifieurs.

Cette construction d’ensembles(le mot semble être issu de la physique) de classifieurs est basée
sur des techniques de rééchantillonnage de la base de données parmi lesquelles les plus populaires
sont lebagginget leboosting. Dans le boosting, l’ensemble d’apprentissage dépend des résultats
des classifieurs précédents, dans le bagging non.

On montre que le bagging est efficace quel que soit le type de classifieur,arbre de décision ou
réseau de neurones par exemple, mais que le boosting peut conduire à des résultats très variables
selon les problèmes.

Dans le cas des réseaux de neurones une alternative très efficace aubagging est de constituer un
ensemble de réseaux identiques où chacun est entraîné sur la totalité de la base d’apprentissage,
mais à partir de poids initiaux différents.

6.24.1 Bagging

Bagging est un acronyme proposé par [Bre94] et vient de “bootstrapaggregating”. Il s’agit d’une
méthode de bootstrap qui consiste à générer de multiples versions d’un prédicteur et à “aggréger”
ceux-ci d’une certaine façon pour constituer unensemble.

Soit une base d’apprentissage contenantM individus. Chaque classifieur de l’ensemble est en-
traîné sur une base d’apprentissage contenant aussiM individus mais ou chaque individu est tiré
aléatoirement, avec remise, dans la base d’origine.

Un exemple donné a la probabilite1 − (1 − 1/M)M d’être au moins une fois dans la base d’ap-
prentissage. SiM est grand cette probabilité vaut approximativement1− 1/e = 63%. C’est-à-dire
que chaque base d’apprentissage contient environ 63% des exemples de la base de départ.

La base résultante peut donc contenir des exemples identiques et ne pas contenir certains exemples
de la base d’origine. Chaque classifieur de l’ensemble est ainsi construit sur un rééchantillonnage
aléatoire de la base d’origine.

La table 6.1 tirée de [OM99] montre comment sont obtenues les diverses bases d’apprentissage
sur un exemple jouet qui suppose que l’ensemble d’apprentissage d’origine contient les individus
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8.

base d’origine 1 2 3 4 5 6 7 8
base no 1 2 7 8 3 7 6 3 1
base no 2 7 8 5 6 4 2 7 1
base no 3 3 6 2 7 5 6 2 2
base no 4 4 5 1 4 6 4 3 8

TAB . 6.1 – Exemple d’ensemble d’apprentissage pour le bagging

Breiman [Bre94] prétend que les réseaux de neurones et les arbres de décision sont des algorithmes
d’apprentissage instables (c’est-à-dire pour lesquels un petit changement dans la base d’appren-
tissage peut conduire à de grandes variations dans les résultats) et que, sur ces algorithmes, les
techniques de bagging sont très efficaces. En revanche, sur un algorithme stable (les k plus proches
voisins par exemple), le bagging peut dégrader les performances.
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Pourquoi le bagging marche ?

Soient une base d’apprentissageL et (x, y) un exemple tiré dansL suivant la loi de probabilité
P (x, y) indépendante deL. Supposons quey est numérique et soitφ(x, L) le prédicteur. Alors le
prédicteur réalisé par l’ensemble est :

φe(x, P ) = EL[φ(x, L)] (6.41)

L’erreur réalisée par l’ensemble est :

ǫe = Ex,y[(y − φe)
2] (6.42)

L’erreur moyenne de prédiction de chacun des prédicteurs est :

ǫ = EL

[

Ex,y[(y − φe)
2]

]

(6.43)

= EL

[

Ex,y[y
2] − 2Ex,y[yφ] + Ex,y[φ

2]
]

= Ex,y[y
2] − 2Ex,y[yEL[φ]] + Ex,y[EL[φ2]]

= Ex,y[y
2] − 2Ex,y[yφe] + Ex,y[EL[φ2]]

≥ Ex,y[y
2] − 2Ex,y[yφe] + Ex,y[EL[φ]2] car E[z2] ≥ (E[z])2

≥ Ex,y[(y − φe)
2] = ǫe (6.44)

L’erreur quadratique moyenne de l’ensembleφe est plus petite que celle deφ. L’amélioration
dépend de l’inégalité :

(EL[φ(x, L)])2 ≤ EL[φ(x, L)2] (6.45)

Plusφ varie selon les ensemblesL, c’est-à-dire plus l’algorithme qui les produit est instable, plus
importante sera l’amélioration.

6.24.2 Boosting

La technique de boosting regroupe toute une famille de méthodes. Elles ont étéétudiées par Scha-
pire et Freund. Elle visent à améliorer, « booster », la précision de n’importe quelle méthode
d’apprentissage.

Le but de ces méthodes est de construire unesériede classifieurs où chaque classifieur de la série
est construit sur une base d’apprentissage qui dépend des performances du classifieurprécédent.
C’est-à-dire que les exemples mal prédits du classifieur précédent sontretirés plus souvent que les
autres exemples. Au départ, les probabilités de tirer chaque exemple sont égales à1/M , M étant
le nombre d’exemples.

Il y a deux grandes techniques de boosting dépendant de la façon dont les exemples sont tirés.

AdaBoost

AdaBoost(AdaptiveBoosting) [FS96] [Sch96] construit successivementK classifieurs où chacun
tire ses exemples avec une certaine probabilité dépendant des erreurs faites par le classifieurs
précédent. SoitDk(i) la probabilité de tirer l’exemplei au cours de l’itérationk avecD1(i) =
1/M .

• Soit ǫk la somme des probabilités des exemples mal classés par le classifieurCk.
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• On pose alors :

αk =
1

2
ln

(

1 − ǫk

ǫk

)

(6.46)

• On actualise :

Dk+1(i) =
Dk(i)

Zk

×

{

exp(−αt) si φk(xi) = yi

exp(αt) si φk(xi) 6= yi

=
Dk(i). exp(−αkyiφk(xi))

Zk

(6.47)

oùZk est un facteur de normalisation calculé sur tous les exemples de façon à ce queDt+1 soit
une probabilité.

• le résultat final est :

Φ(x) = sign(
K

∑

k=1

αkφk(x)) (6.48)

AdaBoost combine ainsi les classifieursC1, . . . , CK en utilisant un vote pondéré. Cette façon de
fonctionner présente l’intérêt que tous les exemples de la base d’apprentissage seront sélectionnés.

En reprenant l’exemple ci-dessus et en supposant que le motif 1 est difficile à apprendre, nous
obtenons le tableau 6.2.

base d’origine 1 2 3 4 5 6 7 8
base no 1 2 7 8 3 7 6 3 1
base no 2 1 4 5 4 1 5 6 4
base no 3 7 1 5 8 1 8 1 4
base no 4 1 1 6 1 1 3 1 5

TAB . 6.2 – Exemple d’ensemble d’apprentissage pour le boosting

Arcing

Arcing (Adaptively resample andcombine) regarde les exemples mal prédits desK précedents
classifieurs et tire avec remise les exemples qui serviront au classifieurK +1 avec une probabilité
qui dépend du nombre de foismi que ces exemplesxi ont été mal classés par lesK précédents
classifieurs.

pi =
1 + m4

i
∑K

k=1(1 + m4
i )

(6.49)

Breiman [Bre96] trouve empiriquement la puissance quatrième (c’est la raison pour laquelle on
appelle souvent arcingarc-x4). La combinaison est réalisée par un vote pondéré. Arcing permet
de réduire la variance plus efficacement que bagging.

Comparaison

Une comparaison de bagging, boosting, arcing et d’autre variantes se trouve dans [BK99].
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6.24.3 Biais et variance

En se basant sur l’article originel de Geman et al. [GBD92] concernantle dilemme biais-variance,
Breiman [Bre96], Kohavi et Wolpert [KW96], ont proposé que l’erreur de classification (donc
pour des systèmes où les sorties sont binaires ou sont des labels) pouvait se decomposer en deux
termes :

1. Un terme de biais qui mesure la distance entre le classifieur moyen et le classifieur idéal,

2. un terme de variance qui mesure la distance entre les classifieurs,

3. un terme dû au bruit intrinsèque (terme de Bayes).

Bagging et boosting réduisent la variance, c’est assez intuitif, mais ils semblent aussi réduire le
biais dans quelques problèmes réels. En fait, comme pour estimer le biais et la variance il faut
connaître le bon classifieur, ces considérations sont de portée limitée.

6.25 Apprentissage statistique et généralisation dans les MLP

Notonsx ∈ X ⊂ R
p l’entrée d’un réseau de neurones caractérisé par un pointw dans l’espace

des poids ety ∈ Y ⊂ R
q la sortie. Soit alorsξ(m) = {ξi, 1 ≤ i ≤ m}, oùξ = (x, y).

On cherche à apprendre, à partir d’exemples, une relation inconnueF qui lie les entrées aux sorties.
Cette fonction peut être vue comme la densité de probabilité définie sur l’espace des paires entrée-
sortieX ⊗ Y ⊂ R

p+q :
Pr
F

(ξ) = Pr
F

(x, y) = Pr
F

(x). Pr
F

(y|x) (6.50)

où Pr
F

(x) définit la région d’intérêt des entrées etPr
F

(y|x) définit la relation statistique reliant les

entrées aux sorties.

L’apprentissage du réseau de neurones sera alors vu comme un problème d’optimisation en intro-
duisant une mesure de la qualité de l’approximationFw de la fonctionF réalisée par le réseau.

La fonction d’erreur à minimiser, qui mesure la dissemblance entreF et Fw sur l’ensemble res-
treint d’apprentissage est :

E
(m)
w = E(ξ(m)|w) =

m
∑

i=1

e(yi|xi, w) (6.51)

La fonction d’erreure(yi|xi, w) est une mesure de distance surR
q entre la sortie désiréey et la

sortie du réseau sachant qu’on ax en entrée. On peut l’écrire

e(yi|xi, w) = d(y, Fw(x)) (6.52)

6.25.1 Minimisation de l’erreur et maximum de vraisemblance

Le problème de l’apprentissage optimal d’une règle peut être vue selon unangle bayésien [WR93],
mais plus souvent, on le voit [LTS90] comme le problème de trouver l’ensemble desw qui maxi-
mise la vraisemblance de l’ensemble d’apprentissage :

max
w∈w

Pr(ξ(m)|w) =
m
∏

i=1

Pr
F

(xi) ·
m
∏

i=1

Pr
F

(yi|xi, w) (6.53)
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On veut que la minimisation de l’erreur (6.51) soit équivalente à la maximisation dela vraisem-
blance (6.53) pour tous les ensembles d’apprentissage indépendantsξ(m). Ces deux critères d’op-
timisation ne peuvent être équivalents que s’ils sont reliés par une fonctionmonotoneφ telle que :

m
∏

i=1

Pr(yi|xi, w) = φ

(

m
∑

i=1

e(yi|xi, w)

)

(6.54)

On montre [TTL84] que la seule solution à cette équation fonctionnelle est donnée par :

Pr(y|x, w) =
1

z(β)
exp(−βe(y|x, w)) (6.55)

avecz(β) =

∫

Y

exp(−βe(y|x, w)) (6.56)

oùβ est une constante positive qui détermine la sensibilité de la probabilitéPr(y|x, w) à l’erreur.

L’erreur moyenne est :

ē =

∫

e(y|x, w) Pr(y|x, w) dy (6.57)

elle est reliée àβ par la relation :

ē = −
∂ log(z)

∂β
; avec

∂ē

∂β
< 0 (6.58)

Lorsque la fonction d’erreur est quadratiquee(y|x, w) = (y − Fw(x))2, la probabilitéPr(y|x, w)
est gaussienne :

Pr(y|x, w) = (2πσ2)−
1

2 exp[−
(y − Fw(x))2

2σ2
] (6.59)

oùβ = 1/(2σ2). Dans ce cas on a :z(β) =
√

π/β et ē = σ2 indépendants du réseauw ainsi que
de l’entréex.

6.25.2 Distribution de Gibbs

Il est maintenant possible d’inverser la vraisemblance (6.53) en utilisant laformule de Bayes pour
obtenir la probabilité des poids connaissant toutes les paires d’entrée-sortie ξ(m) :

ρ(m)(w) ≡ Pr(w|ξ(m)) (6.60)

=
Pr(ξ(m)|w) Pr(w)

∫

w
Pr(ξ(m)|w) Pr(w)

(6.61)

=
ρ(0)(w)

∏m
i=1 Pr(yi|xi, w)

∫

w
ρ(0)(w)

∏m
i=1 Pr(yi|xi, w) dw

(6.62)

oùρ(0) est une distribution a priori de l’espace de configuration.

On peut réécrire (6.62) en faisant apparaître l’erreur d’apprentissageE(ξ(m)|w) sous la forme de
la distribution canonique de Gibbs :

ρ(m)(w) =
1

Z(m)
ρ(0)(w) exp[−βE

(m)(w)] (6.63)
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où l’intégrale de normalisation :

Z
(m)(β) =

∫

w

ρ(0)(w) exp[−βE
(m)(w)] dw (6.64)

est appeléefonction de partitionen physique statistique3 et mesure le volume de l’espace de
configuration accessible au système. Par analogie, l’erreur se comporet comme une énergie.

L’équation 6.63 montre que l’apprentissage modifie la distribution de probabilitédes poids. En
effet, l’apprentissage d’un exemple supplémentaireξm+1 revient à multiplier la distributionρ(m)

parexp[−βe(ym+1|xm+1, w)] et à renormaliser, ce qui conduit à :

Z
(m+1)(β) =

∫

w

ρ(0)(w) exp[−βE
(m)(w) − βe(ym+1|xm+1, w)] dw (6.65)

≤

∫

w

ρ(0)(w) exp[−βE
(m)(w)] dw = Z

(m) (6.66)

L’apprentissage conduit donc à une diminution du volume occupé par les poids dans l’espace
de configuration ou, ce qui revient au même, à une augmentation monotone del’énergie libre
βF = − log Z

(m) lorsque la taillem de l’ensemble d’apprentissage augmente. C’est cette énergie
libre qui détermine l’erreur d’apprentissage moyenne :

〈

E
(m)

〉

=

∫

w

ρ(m)(w)E(m)(w) dw = −
∂ log Z

(m)

∂β
≥ 0 (6.67)

aussi bien que les fluctuations de l’ensemble autour de cette erreur :

∂ < E >

∂β
= −

∂2 log Z

∂β2
= −

〈

(E − < E >)2
〉

< 0 (6.68)

L’erreur moyenne sur l’ensemble d’apprentissage est donc une fonction décroissante deβ comme
on s’y attendait.

Une caractérisation importante de l’apprentissage est la quantité d’information gagnée durant
celui-ci. Une mesure simple de cette quantité est donnée par la distance de Kullback-Leibler entre
la distribution des poids avant et après l’apprentissage :

S
(m) ≡ D[ρ(m)|ρ(0)] =

∫

w

ρ(m)(w) log
ρ(m)(w)

ρ(0)(w)
dw ≥ 0 (6.69)

qui est l’entropie en thermodynamique et qui peut s’écrire aussi :

S
(m) = − log Z

(m) − β
〈

E
(m)

〉

(6.70)

Au cours de l’apprentisage cette entropie décroît à la fois parce que le volumeZ
(m) décroît et que

l’erreur d’apprentissage< E
(m) > décroît.

On peut voirβ comme le multiplicateur de Lagrange utilisé dans la minimisation de l’entropie
relative 6.69 sous la contrainte de la minimisation de l’erreur moyenne< E

(m) >.

3Vient de l’allemand ...xxx .
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